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Abstrakt
Inspirace pro tuto diplomovou práci vychází z reálného problému tvorby rozpisu zápas·
sportovní st°elecké sout¥ºe po°ádané formou turnaje. K tvorb¥ rozpisu turnaje je vyuºito
zejména kombinatorických design·, p°edev²ím speciálních typ· design· zvaných balanced
tournament design a factored balanced tournament design, dále i n¥které známé postupy
teorie graf·. V práci jsou uvedeny r·zné konstrukce pro tvorbu rozpisu turnaje vzhledem
k po£tu hrá£·, kte°í se do sout¥ºe p°ihlásili. Vzhledem k zaji²t¥ní spravedlivých podmínek
pro v²echny hrá£e jsou shrnuty a porovnány výsledky rozpis· jednotlivých typ· konstrukcí.
Klí£ová slova: graf, turnaj, losování sportovní sout¥ºe, kombinatorický design, balanced
tournament design, factored balanced tournament design
Abstract
The thesis is inspired by a problem of constructing a schedule for the real sports shooting
competition. In this competition every two players play one game against each other - it
is a tournament. Combinatorial designs, primarily special types of designs called balanced
tournament designs and factored ballanced tournament designs are used to ﬁnd an optimal
schedule. Further the known graph theory methods for tournament scheduling are used. In
the thesis constructions of schedules are described depending on the number of registered
players. Resulting schedules of all types of constructions are summarized and compared
with the respect to an achievement of fair conditions for all players.
Keywords: graph, tournament, sports competition draw, combinatorial design, balanced
tournament design, factored balanced tournament design
Seznam pouºitých zkratek a symbol·
G = (V,E) - graf G s mnoºinou vrchol· V a mnoºinou hran E
Kn - kompletní graf na n vrcholech
deg(v) - stupe¬ vrcholu v
F - faktor grafu
Ln - latinský £tverec °ádu n
(Zn,+) - kone£ná grupa zbytkových t°íd modulo n
N - mnoºina p°irozených £ísel
BTD(n) - balanced tournament design
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51 Úvod
Tato práce vychází z reálného problému losování sportovní sout¥ºe. V na²em
konkrétním p°ípad¥ se jedná o sout¥º ve st°elb¥ na ter£. Je ºádoucí, aby vytvo°ený rozpis
sout¥ºe byl pro jednotlivé hrá£e spravedlivý, tj. aby spl¬oval následující poºadavky.
Do sout¥ºe se p°ihlásíN hrá£· a je t°eba zajistit jim rovnocenné podmínky. Kaºdý
hrá£ se b¥hem sout¥ºe utká ve spole£né st°elb¥ se v²emi ostatními hrá£i. Takovému uspo-
°ádání sout¥ºe °íkáme turnaj. Souboj mezi kaºdými dv¥ma hrá£i pak ozna£ujeme pojmem
zápas. Turnaj se odehrává na ur£itém po£tu st°elnic a kaºdá st°elnice má práv¥ dv¥ st°e-
lecké dráhy. Proto se na st°elnici utká vºdy jedna dvojice hrá£·. ádoucí je, aby se hrá£i
spravedliv¥ prost°ídali nejen na jednotlivých st°elnicích, ale i na st°eleckých dráhách, tzn.
na pozicích vlevo a vpravo. Za spravedlivé rozlosování sout¥ºe lze tedy povaºovat takové
rozlosování, kdy kaºdý hrá£ odehraje stejný po£et zápas· na kaºdé ze st°elnic a b¥hem
turnaje pokud moºno pravideln¥ st°ídá levou a pravou pozici na st°elnicích.
Nemén¥ d·leºitý je i poºadavek na rovnom¥rné pauzy mezi zápasy, protoºe by ne-
bylo spravedlivé, aby n¥který z hrá£· odehrál v²echny své zápasy hned na za£átku a po zby-
tek turnaje odpo£íval. Rovn¥º poºadujeme, aby byl turnaj odehrán v co nejkrat²ím £ase,
tj. aby byl v kaºdém kole odehrán maximální po£et zápas·. Pro sudý po£et hrá£· N je to
práv¥ N/2 zápas·, jelikoº kaºdého kola se ú£astní v²ichni hrá£i. Takové losování nazýváme
kompaktní. Losování, které spl¬uje v²echny tyto poºadavky, kterými jsou st°ídání hrá£·
na st°elnicích, st°ídání na pozicích vlevo a vpravo, rovnom¥rné pauzy mezi zápasy a kom-
paktnost turnaje, nazýváme harmonickým losováním, nebo také harmonickým rozpisem.
V bakalá°ské práci jsme se zabývali tvorbou rozpisu turnaj· zejména pro liché
po£ty hrá£·, k £emuº jsme vyuºívali postupy a metody teorie graf· a také latinské £tverce.
Postupy teorie graf· nám pln¥ k vytvo°ení harmonického rozpisu turnaje neposta£ovaly,
jelikoº pomocí t¥chto metod nebylo moºné rozloºit zápasy rovnom¥rn¥ na jednotlivé st°el-
nice. S vyuºitím latinských £tverc· se nám pro liché po£ty hrá£· harmonické rozloºení
zápas· poda°ilo. Stejný postup v²ak pro sudé po£ty hrá£· vyuºít nelze. Se zm¥nou parity
základního parametru N se úloha stává mnohem obtíºn¥j²í a je t°eba hledat nové postupy
°e²ení.
Cílem této práce je nalezení algoritmu pro tvorbu harmonického rozpisu turnaje,
p°edev²ím pro sudé po£ty hrá£·.
62 Deﬁnice základních pojm·
Sportovní sout¥º po°ádanou formou turnaje lze znázornit pomocí kompletních
graf·. Proto zde pro lep²í pochopení takto znázorn¥ného turnaje uvedeme deﬁnice základ-
ních pojm· z oblasti teorie graf·. Deﬁnice jsme £erpali ze skript Teorie graf· od Petra
Ková°e [7].
Deﬁnice 2.1 Jednoduchý graf G je uspo°ádaná dvojice (V,E), kde V je neprázdná mnoºina
vrchol· a E je n¥jaká mnoºina dvouprvkových podmnoºin mnoºiny V . Prvk·m mnoºiny E
°íkáme hrany.
Na obrázku 1 je jednoduchý graf G s mnoºinou vrchol· V = {v1, v2, v3, v4, v5} a mnoºinou
hran E ={e1, e2, e3, e4, e5}, kde e1 = {v1, v2}, e2 = {v2, v3}, e3 = {v3, v4}, e4 = {v4, v5},
e5 = {v2, v5}.
Obrázek 1: Nakreslení grafu G
Krom¥ jednoduchých graf· existují i multigrafy a orientované grafy. K losování sportovní
sout¥ºe dále vyuºijeme orientované grafy, ve kterých je hranám p°i°azena orientace.
Deﬁnice 2.2 M¥jme neprázdnou mnoºinu vrchol· V. Dvojice (V,A), kde A je n¥jaká
podmnoºina kartézského sou£inu V×V (mnoºina uspo°ádaných dvojic prvk· z V), se nazývá
orientovaný graf D.
P°íklad orientovaného grafu D je na obrázku 2. Hrany orientovaného grafu jsou uspo°ádané
dvojice. Máme-li nap°. vrcholy v1 a v2 a orientovanou hranu (v1, v2), pak vrchol v1 nazýváme
výchozí a v2 koncový vrchol. Mezi t¥mito dv¥ma vrcholy m·ºe být hrana (v1, v2) a zárove¬
i hrana (v2, v1).
Obrázek 2: Orientovaný graf D
7Mezi jednoduchými grafy rozli²ujeme n¥které speciální t°ídy graf·. Pro na²i dal²í práci
je nejd·leºit¥j²í t°ída kompletních graf·.





moºných hran, se nazývá
kompletní graf a zna£í se Kn.
P°íklad kompletního grafu na £ty°ech vrcholech je na obrázku 3. Kompletní graf je graf
s maximálním po£tem hran na daném po£tu vrchol·, kaºdý vrchol je incidentní s n − 1




Obrázek 3: Kompletní graf K4
Jak jiº bylo °e£eno, turnaj m·ºe být modelován pomocí kompletního grafu na n vrcholech.
Kaºdý vrchol p°edstavuje jednoho hrá£e a kaºdá hrana pak zápas mezi dv¥ma hrá£i.
Deﬁnice 2.4 M¥jme dán graf G = (V,E). ekneme, ºe graf H = (V ′, E ′) je podgrafem
grafu G, jestliºe V ′ ⊆ V a sou£asn¥ E ′ ⊆ E.
P°íklad podgrafu grafu G z obrázku 1 je na obrázku 4. Je patrné, ºe podgraf grafu G vznikl
odstran¥ním hran e2, e3 a vrcholu v3 z grafu G.
Obrázek 4: Podgraf grafu G
Speciálním p°ípadem je podgraf, který obsahuje v²echny vrcholy p·vodního grafu.
Deﬁnice 2.5 Faktor grafu G je takový jeho podgraf F = (V ′, E ′), který obsahuje v²echny
jeho vrcholy (tj. V ′ = V ) a zárove¬ mnoºina hran faktoru je podmnoºinou mnoºiny hran
grafu G (tj. E ′ ⊆ E).
Poznámka 2.6 Faktoru, ve kterém jsou v²echny vrcholy stupn¥ jedna, °íkáme 1-faktor.
V kompletním grafu 1-faktor existuje, je-li po£et vrchol· tohoto grafu sudý.
8Turnaj se skládá z °ady zápas·, ale v²echny zápasy nemohou probíhat sou£asn¥. Proto
je nutné rozd¥lit turnaj do jednotlivých kol, k £emuº lze vyuºít hranové rozklady graf·
na 1-faktory, pokud existují.
Deﬁnice 2.7 Faktorizace grafu G je takový systém faktor· F1, ..., Fk, kde kaºdé dva faktory
jsou hranov¥ disjunktní a sjednocením v²ech faktor· dostaneme práv¥ graf G. Jestliºe jsou
navíc v²echny faktory izomorfní F1 ≃ F2 ≃ ... ≃ Fk ≃ H, pak hovo°íme o H-faktorizaci
grafu G.
Poznámka 2.8 Speciálním p°ípadem je 1-faktorizace grafu G, kterou obdrºíme rozloºením
grafu G na 1-faktory. Tj. v kaºdém faktoru jsou v²echny vrcholy stupn¥ práv¥ jedna.
Následující deﬁnice nám °íká, jak rozd¥lit zápasy turnaje do jednotlivých kol pro sudý
po£et hrá£·.
Deﬁnice 2.9 [14] Ozna£me F1,F2,.....,F2n−1 1-faktory kompletního grafu K2n. Faktorizace
se nazývá kanonickou, jestliºe Fi = {{2n, i}}∪ {{i+ k, i− k}; k = 1, 2, ..., n− 1,
i = 1, ..., 2n − 1}, kde £ísla i + k a i − k jsou vyjád°ena jedním z £ísel 1, 2, ...., 2n − 1
(mod 2n− 1).
Obrázek 5: Faktor Fi kompletního grafu K2n
Kaºdá hrana grafu p°edstavuje jeden zápas mezi dv¥ma hrá£i. Faktor Fi obsahuje hrany
znázor¬ující v²echny zápasy hrané v i tém kole turnaje, viz obrázek 5.
V tabulce 1 je uveden p°íklad rozpisu zápas· do jednotlivých kol turnaje dle kanonické
faktorizace pro 6 tým·.
Pro °e²ení problému nalezení spravedlivého neboli harmonického rozpisu st°elecké sout¥ºe je
pot°eba zajistit st°ídání hrá£· na pozicích vlevo a vpravo na st°elnicích. K tomu vyuºijeme
tabulku, která se anglicky nazývá Home-Away-Pattern , zkrácen¥ HAP [13]. V tabulce
budeme pojmy Home a Away zna£it pouze H a A, p°i£emº tato terminologie vychází
ze sestavování hokejových nebo fotbalových turnaj·. Hraje-li tým A ve svém m¥st¥ a tým
B na utkání p°icestoval, °íká se, ºe tým A hraje doma (Home) a tým B hraje venku
(Away). Cílem je, aby se v²em tým·m st°ídaly zápasy doma a venku co nejvíce, jelikoº se
90 1 2
F1 61 25 34
F2 62 31 45
F3 63 42 51
F4 64 53 12
F5 65 14 23
Tabulka 1: Kanonické losování pro 6 tým·
dá p°edpokládat, ºe tým, který bude hrát doma, bude ve výhod¥ oproti druhému týmu,
jelikoº zde bude mít podporu publika. P°íklad HAP tabulky pro 6 tým· je v tabulce 2.
tým,kolo 1 2 3 4 5
1 H A H H A
2 A A H A A
3 A H H A H
4 H H A A H
5 H A A H H
6 A H A H A
Tabulka 2: Tabulka HAP
ekneme, ºe má daný tým v daném kole brejk , jestliºe hraje doma (resp. venku) a v p°ed-
chozím kole hrál také doma (resp. venku). Výsledný po£et brejk· losování tedy ur£íme
na základ¥ rozmíst¥ní zápas· turnaje. V tabulce na obrázku 2 jsou brejky znázorn¥ny
podtrºením a celkem má losování práv¥ 8 brejk·. Na²ím cílem je to, aby se zápasy doma
a venku co nejvíce st°ídaly a aby m¥ly v²echny týmy pokud moºno stejný po£et brejk·.
Pro sestavení losování s co nejmen²ím po£tem brejk· vyuºijeme orientaci hran z d·kazu
následující v¥ty z £lánku [14]. Losování se nazývá kompaktní, jestliºe se kaºdého kola ú£astní
v²ichni hrá£i. Pro lichý po£et hrá£· je losování kompaktní, jestliºe se kaºdého kola ú£astní
v²ichni aº na jednoho.
V¥ta 2.10 [14] Existuje kompaktní losování K2n s 2n − 2 brejky a to je nejlep²í moºné,
vzhledem k minimálnímu po£tu brejk·.
1. Pro kaºdé i, i = 1, 2, ..., 2n − 1, se hrana {2n, i} orientuje jako (i, 2n), jestliºe i je
liché nebo jako (2n, i), jestliºe i je sudé.
2. Pro kaºdé i, i = 1, 2, ..., 2n−1, a k, k = 1, 2, ..., n−1, se hrana {i+k, i−k} orientuje
jako (i+ k, i− k), jestliºe k je liché nebo jako (i− k, i+ k), jestliºe k je sudé.
Kanonické losování pro 6 tým· s ur£enou orientací hran a související HAP jsou uvedeny
v tabulce 3. Jak vidíme, v tomto p°ípad¥ se v HAP tabulce vyskytují pouze 4 brejky
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a docílili jsme tak nejmen²ího moºného po£tu brejk·.




































tým,kolo 1 2 3 4 5
1 A H A H A
2 A H H A H
3 H A A H A
4 A H A H H
5 H A H A A
6 H A H A H
Tabulka 3: Kanonické losování pro 6 tým· a tabulka HAP
Pro lichý po£et hrá£· nelze sestavit zcela kompaktní losování, protoºe v kaºdém kole musí
alespo¬ jeden hrá£ (lichý) odpo£ívat, av²ak lze zajistit ideální podmínky vzhledem ke st°í-
dání zápas· doma a venku.
V¥ta 2.11 [14] Existuje kompaktní losování K2n−1 do 2n− 1 kol bez brejk·.
Pro ná² p°ípad sportovní st°elecké sout¥ºe budeme HAP tabulku vyuºívat ke st°ídání
hrá£· na pozicích jednotlivých st°elnic. Home reprezentuje na st°elnici pozici vlevo a Away
p°edstavuje pozici vpravo. Budeme tedy zapisovat L místo H a P místo A.
Dal²ím poºadavkem turnaje je spravedlivé st°ídání hrá£· na stanovi²tích (st°elnicích). Zde
uvedené postupy nám v²ak kontrolu nad rozmíst¥ním zápas· na jednotlivá stanovi²t¥ ne-
umoº¬ují. Tento problém budeme °e²it s vyuºitím dal²ího nástroje diskrétní matematiky,
kterým jsou kombinatorické designy.
Na záv¥r této kapitoly si je²t¥ up°esníme pojem harmonického losování v následující deﬁnici.
Deﬁnice 2.12 Losování, které spl¬uje následující poºadavky, nazýváme losování harmo-
nické.
1. Losování je kompaktní. (Kaºdého kola se ú£astní v²ichni hrá£i, pro lichý po£et hrá£·
se ú£astní v²ichni aº na jednoho.)
2. Losování má nejmen²í moºný po£et brejk·. (Kaºdý hrá£ st°ídá co nejlépe pozice vlevo
a vpravo.)
3. Je zaji²t¥no nejlep²í moºné st°ídání hrá£· na st°elnicích. (Kaºdý hrá£ b¥hem turnaje
prost°ídá v²echny st°elnice, p°i£emº pro N liché odehraje na kaºdé st°elnici stejný
po£et zápas· a pro N sudé stejný po£et zápas·, aº na jednu st°elnici, kde bude po£et
zápas· u jeden mén¥.)
4. Jsou zaji²t¥ny srovnatelné pauzy mezi odehranými zápasy pro v²echny hrá£e.
Poznámka 2.13 Za kompaktní losování povaºujeme i takové, ve kterém rozd¥lujeme jednot-
livá kola na podkola, p°i£emº po£et zápas· jednoho kola je d¥litelný po£tem zápas· podkola.
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Jestliºe po£et stanovi²´ odpovídá po£tu zápas· jednoho kola, pak jsou pauzy mezi zápasy
pro kaºdého hrá£e nulové a losování nazýváme ryze harmonické.
Pro takové po£ty hrá£·, kdy po£et zápas· jednoho kola odpovídá po£tu st°elnic, lze po-
ºadavky 1 a 4 zajistit velmi snadno a v p°ípad¥, ºe jsou spln¥ny i poºadavky 2 a 3, jsme
schopni vytvo°it ryze harmonické losování. V p°ípad¥, ºe po£et zápas· jednoho kola p°esn¥
neodpovídá po£tu st°elnic, ale je tímto po£tem d¥litelný, principieln¥ není moºno zajistit
v²em hrá£·m stejné pauzy mezi zápasy. P°i d¥lení na podkola jsme schopni zajistit srovna-
telné pauzy, tj. pauzy z intervalu, kde délka tohoto intervalu je dána po£tem podkol, jichº
se daný hrá£ neú£astní.
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3 Rozpis dle latinských £tverc·
V bakalá°ské práci [12] jsme se zabývali losováním sportovní st°elecké sout¥ºe
pro lichý po£et hrá£·. K sestavování rozpis· turnaje jsme vyuºívali jak rozklad kompletního
grafu, tak i latinské £tverce.
Pro liché po£ty hrá£· 2n − 1 vychází rozd¥lení zápas· do kol z kanonické faktorizace
kompletního grafuK2n na 2n vrcholech. Hrá£·m turnaje odpovídá 2n−1 vrchol· a poslední
vrchol 2n je v tomto p°ípad¥ nadbyte£ný. Hrana e∞ = {2n, i} p°edstavuje v i tém kole
zápas, který se nehraje, tj. i tý hrá£ odpo£ívá.
Pro rozd¥lení zápas· na jednotlivá stanovi²t¥ bylo zapot°ebí nalézt dal²í nástroje. V baka-
lá°ské práci jsme vyuºili transverzály idempotentního latinského £tverce (základní pojmy
z oblasti latinských £tverc· jsou uvedeny nap°. v [12]). Kanonická faktorizace K2n lze totiº
ekvivalentn¥ zapsat pomocí latinského £tverce lichého °ádu 2n− 1, coº bylo podrobn¥ ro-
zebráno v bakalá°ské práci [12]. Latinský £tverec L+ jsme vytvo°ili pomocí operace s£ítání
modulo 2n−1 a následnou permutací symbol· jsme dostali izomorfní idempotentní £tverec.
Sloupcové a °ádkové indexy p°edstavují hrá£e. Symbol v latinském £tverci pak p°edstavuje
kolo turnaje, ve kterém se utkají hrá£i odpovídající °ádkovému a sloupcovému indexu.
Takový latinský £tverec je symetrický, coº plyne z komutativity operace +. K vytvo°ení
rozpisu nám sta£í jen polovina £tverce, nad nebo pod hlavní diagonálou. Hlavní diagonála
£tverce p°edstavuje kola, ve kterých hrá£ s odpovídajícím °ádkovým (resp. sloupcovým)
indexem odpo£ívá.
Na obrázku 6 vidíme p°íklad idempotentního latinského £tverce °ádu 5, který je izomorfní
s L+.
+ 1 2 3 4 5
1 2 3 4 5 1
2 3 4 5 1 2
3 4 5 1 2 3
4 5 1 2 3 4
5 1 2 3 4 5
≈
1 2 3 4 5
1 1 4 2 5 3
2 4 2 5 3 1
3 2 5 3 1 4
4 5 3 1 4 2
5 3 1 4 2 5
Obrázek 6: Idempotentní latinský £tverec izomorfní s L+
Latinské £tverce nám oproti kanonické faktorizaci umoº¬ují provést rozloºení zápas· na jed-
notlivá stanovi²t¥. K tomu lze vyuºít transverzály idempotentního latinského £tverce, kdy
kaºdá transverzála odpovídá jednomu stanovi²ti. Transverzála je mnoºina n bun¥k, vybra-
ných práv¥ jedna bu¬ka z kaºdého sloupce a °ádku, obsahující kaºdý z n symbol· práv¥
jednou. Jelikoº se na transverzále vyskytuje kaºdý symbol práv¥ jednou, znamená to, ºe
transverzála vybere vºdy z kaºdého kola jeden zápas. Kaºdého hrá£e v²ak vybere transver-
zála dvakrát, jednou jako sloupcový index a podruhé jako °ádkový index. Dále jsme ukázali,
ºe v latinském £tverci lichého °ádu izomorfním s L+, který byl vyuºit v bakalá°ské práci,
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je práv¥ n disjunktních transverzál, tedy ºe zde nalezneme vºdy alespo¬ tolik transverzál,
kolik je stanovi²´.
Pro liché po£ty hrá£· jsme tak vytvo°ili rozpisy turnaj·, kdy se v²ichni hrá£i spravedliv¥
prost°ídají na jednotlivých stanovi²tích.
Turnaj pro sudý po£et hrá£· modelujeme kompletním grafemK2n na 2n vrcholech. K rozd¥-
lení zápas· do jednotlivých kol lze op¥t vyjít z kanonické faktorizace tohoto grafu. Pro sudý
po£et hrá£· 2n dostaneme 2n− 1 faktor·, resp. kol. Kaºdého kola se ú£astní v²ichni hrá£i.
Rozpis dle kanonické faktorizace lze op¥t ekvivalentn¥ zapsat latinským £tvercem lichého
°ádu, kde nyní hlavní diagonála £tverce nenese informaci o hrá£ích, kte°í odpo£ívají, ale
o zápasech posledního hrá£e 2n. Pro rozd¥lení zápas· na jednotlivá stanovi²t¥ se tedy op¥t
naskýtá my²lenka vyuºít transverzály latinského £tverce. Zkou²eli jsme r·zné zp·soby vý-
b¥ru transverzál, av²ak neúsp¥²n¥. Bu¬ky hlavní diagonály odpovídají zápas·m s hrá£em
2n, tedy jeli bu¬ka i tého °ádku a sloupce vypln¥na symbolem p, 1 ≤ p ≤ 2n− 1, znamená
to, ºe hrá£ i hraje s hrá£em 2n v kole p. Hlavní diagonála v L+ je transverzálou. Výb¥r této
transverzály by v²ak odpovídal situaci, kdy hrá£ 2n odehraje v²echny své zápasy na jedné
st°elnici. St°ídání hrá£e 2n na r·zných st°elnicích by odpovídal takový výb¥r transverzál,
kdy kaºdá transverzála obsahuje nejvý²e dv¥ bu¬ky hlavní diagonály. Po mnoha r·zných
pokusech, jak vhodn¥ vybrat transverzály, se domníváme, ºe takový výb¥r transverzál ne-
existuje.
K losování sportovní st°elecké sout¥ºe pro sudý po£et hrá£· proto vyuºijeme kombinato-
rické designy, konkrétn¥ balanced tournament design (BTD). Jsou moºné r·zné konstrukce
t¥chto design·, které obvykle nezahrnují v²echny pot°ebné po£ty hrá£·.
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4 Kombinatorické designy
Teorie design· je sou£ástí diskrétní matematiky. Tato teorie se zabývá existencí,
konstrukcemi a zkoumáním vlastností systém· podmnoºin kone£ných mnoºin. Jde o sys-
témy vyzna£ující se °adou symetrií s takovým uspo°ádáním prvk·, aby byl systém v r·z-
ných aspektech vyváºený, nap°. aby m¥ly v²echny podmnoºiny stejnou velikost, aby se
v systému vyskytoval kaºdý prvek stejný po£et krát, nebo aby se kaºdý prvek vyskytoval
ve stejném po£tu podmnoºin systému, aj.
Za po£átek studia blokových design· m·ºe být povaºován rok 1830, ve kterém
se n¥mecký matematik Julius Plücker za£al zabývat studiem rovinných kubických k°ivek
°ádu 3. V roce 1835 vydal knihu, ve které uvedl následující tvrzení. M·ºe-li být systém,
který obsahuje n bod·, uspo°ádán do trojic tak, aby se kaºdé dva body vyskytovaly vºdy
práv¥ v jedné trojici, pak n ≡ 3 (mod 6). V roce 1839 vydal dal²í knihu, ve které své
tvrzení opravil a dokázal, ºe daný systém existuje pro v²echny °ády n ≡ 1, 3 (mod 6).
V roce 1847 ukázal britský matematik Thomas Kirkman jak takový systém zkonstruovat
pro v²echna moºná n. Av²ak v roce 1853 napsal ²výcarský matematik Jakob Steiner krátký
£lánek o systémech trojic a znovu dokázal tvrzení, ºe systémy trojic obsahující n bod·
existují pouze pro n ≡ 1, 3 (mod 6). Ve svém £lánku se také zabýval otázkou, jak systém
zkonstruovat, p°estoºe tento problém vy°e²il jiº o ²est let d°íve Kirkman. Situace se v²ak
je²t¥ více zkomplikovala, kdyº M. Reiss p°edstavil své °e²ení Steinerova problému, které
navíc zahrnovalo velmi podobné metody, které jiº ke konstrukci vyuºil Kirkman.
Nakonec byl zaveden termín Steinerovský systém trojic, p°estoºe první, kdo sys-
tém trojic vytvo°il byl Kirkman, a proto by m¥l být systém pojmenován podle n¥j. Jméno
Thomas Kirkman je v²ak neodmysliteln¥ spjato se slavným problémem 15 ²kola£ek. ko-
la£ky odchází ze ²koly ve trojicích po sedm dní. Cílem je najít takové uspo°ádání ²kola£ek,
aby spolu ºádná dvojice dívek ne²la ve trojici dvakrát za týden. Jako první vy°e²il tento
problém v roce 1850 Arthur Cayley a je²t¥ tentýº rok i sám Kirkman, jehoº °e²ení zahrno-
valo kombinaci STS(7) a Roomova £tverce [15].
Studium teorie design· jakoºto matematické disciplíny propuklo aº ve dvacátém
století díky aplikacím design· a analýze statistických experiment·. Designy mají mnoho
r·zných aplikací, nap°. plánování turnaj·, loterie, analýza a konstrukce algoritm· a kryp-
tograﬁe. Nej£ast¥j²ími otázkami v teorii design· jsou otázky existence. V dne²ní dob¥ tato
oblast obsahuje mnoho existen£ních výsledk·, nicmén¥ i p°esto zde z·stává mnoho otev°e-
ných problém· zabývajících se existencí ur£itých typ· design· [11].
Mezi základní designy pat°í balanced incomplete block design (BIBD), t-design
a symetrický BIBD, coº jsou blokové designy, dále pak pairwise balanced design (PBD)
nebo Hadamard design. Ostatní kombinatorické designy byly studiem vyvinuty z t¥chto
základních design·, nebo s nimi souvisí [4]. Mezi ostatní designy se °adí nap°. i balanced
tournament design (BTD), který budeme v práci dále vyuºívat.
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4.1 Balanced tournament design
Za£neme deﬁnicí hlavního designu, se kterým budeme pracovat.
Deﬁnice 4.1.1 Balanced tournament design °ádu n, BTD(n), deﬁnovaný na 2n-prvkové





r·zných neuspo°ádaných dvojic prvk· mnoºiny V do tabulky
°ádu n× 2n− 1, pro kterou platí:
1. kaºdý prvek mnoºiny V je obsaºen práv¥ v jedné bu¬ce kaºdého sloupce,
2. kaºdý prvek mnoºiny V je obsaºen v maximáln¥ dvou bu¬kách kaºdého °ádku.
V tabulce 4 je uveden p°íklad BTD(4), který sestrojil s pouºitím po£íta£e Evi Nemeth [10].
34 56 12 78 45 67 83
16 24 35 46 28 13 57
27 18 47 15 36 48 26
58 37 68 23 17 25 14
Tabulka 4: BTD(4)
Tento design p°edstavuje rozlosování turnaje pro 2n hrá£·, kde je pro umíst¥ní zápas·
k dispozici n rovnocenných stanovi²´, která odpovídají po£tu °ádk· designu. Turnaj je
odehrán v 2n − 1 kolech, která odpovídají sloupc·m designu. Sloupcová podmínka tedy
znamená, ºe se kaºdého kola zú£astní v²ech 2n hrá£·. ádková podmínka znamená, ºe na
kaºdém stanovi²ti hraje daný hrá£ b¥hem turnaje nejvý²e dvakrát.
Sloupce BTD(n) nám dávají 1-faktorizaci kompletního grafu na 2n vrcholech, K2n.
Bylo ukázáno, ºe BTD(n) existuje skoro pro v²echna n. Existen£ní d·kaz s vyuºitím teorie
grup uvedl v roce 1977 Schellenberg a d·kaz je uveden v [10].
Existují r·zné druhy konstrukce BTD(n). Bohuºel dle námi dostupných zdroj· [3], [14], [1]
není známá jednotná konstrukce pro v²echna n. Jednotlivé konstrukce se li²í v závislosti
na modularit¥ n a jsou r·zn¥ sloºité.
Ke konstrukcím BTD(n) budeme vyuºívat n¥které pojmy z teorie grup, nap°. cosety
(deﬁnici lze najít nap°. v [6]), nebo startery . Starterem je algebraická struktura, jejíº
p°esný popis je uveden nap°. v [3]. V následující deﬁnici je uveden p°íklad jednoduchého
starteru.
Deﬁnice 4.1.2. V kaºdé cyklické abelovské grup¥ G lichého °ádu je starterem mnoºina
dvojic P = {{x,−x} : x ∈ G, x ̸= 0G}. Mnoºina P se nazývá patterned starter.
Poznámka 4.1.3. Budeme pouºívat anglický název patterned starter, jelikoº £eský ekviva-
lent se nepouºívá.
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Nap°íklad v kone£né aditivní grup¥ Z7 je patterned starterem mnoºina P = {{1, 6}, {2, 5},
{3, 4}}.
Následuje n¥kolik konstrukcí, které umoº¬ují sestavit losování pro r·zné po£ty hrá£·. Jed-
notlivé konstrukce nejsou navzájem disjunktní.
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4.2 Konstrukce I - BTD(n) pro n ≡ 0, 1 (mod 3)
Za£neme konstrukcí, která vychází z kanonické faktorizace. Sestrojíme tabulku A
°ádu n×2n−1, dle vzorce 1. Sloupce odpovídají jednotlivým faktor·m, resp. kol·m turnaje.
Mnoºina dvojic prvního sloupce, faktoru F0, je patterned starter nad grupou Z2n−1, krom¥
navíc p°idané dvojice {∞, 0}, kde symbolem∞ ozna£ujeme hrá£e 2n. Kaºdý dal²í sloupec
tabulky A dostaneme p°i£tením prvku i k faktoru F0, pro i = 0, 1, ..., 2n− 2.
Fi = F0 + i = [{∞, i} ∪ {k + i,−k + i} : k = 1, ..., n− 1]T . (1)
V²echny výpo£ty jsou provedeny v modulární aritmetice, vzhledem k modulu (2n − 1).
Výsledná tabulka je oby£ejné rozlosování dle kanonické faktorizace, které je také známo
pod názvem patterned tournament design.
V takto vytvo°ené tabulce není o²et°eno st°ídání hrá£· na pozicích vlevo a vpravo, orien-
taci hran ur£íme dle V¥ty 2.10. Pro i tý faktor Fi dvojici hrá£· uspo°ádáme jako (∞, i)
pro i sudé a (i,∞) pro i liché. Ostatní dvojice hrá£· uspo°ádáme dle parity koeﬁcientu
k, kde k = 1, ..., n − 1. Jeli k liché, pak ponecháme uspo°ádanou dvojici (k + i,−k + i),
jeli k sudé, pak hranu orientujeme jako (−k + i, k + i). Touto orientací hran je zaji²t¥n
i nejmen²í moºný po£et 2n− 2 brejk·.
Dále se budeme zabývat rozmíst¥ním zápas· na jednotlivá stanovi²t¥. Abychom zajistili
°ádkovou podmínku BTD(n), provedeme vhodné prohození n¥kterých zápas· vºdy v rámci
jednoho kola. Konkrétn¥ se jedná o dvojice hrá£· {∞, i} a {3i + 1,−i − 1} ve sloupci i,
pro i ̸= n− 1.
Následující v¥ta °íká, pro které hodnoty nm·ºeme tuto konstrukci vyuºít k tvorb¥ BTD(n).
D·kaz této v¥ty vyplývá z výsledk· uvedených v £lánku [5]. Poprvé dle této konstrukce
vytvo°il BTD(n) Robert Gray v roce 1977.
V¥ta 4.2.1 BTD(n) existuje pro n ≡ 0, 1 (mod 3).
P°íklad BTD(n) pro n=4 dle konstrukce I
Vytvo°ení BTD(n) si ukáºeme na p°íkladu pro n = 4, tedy 8 hrá£·. Protoºe 4 ≡ 1 (mod 3),
m·ºeme k vytvo°ení designu vyuºít vý²e popsanou konstrukci I. Nejd°íve sestrojíme ta-
bulku A o velikosti 4× 7, kde i tý sloupec tabulky je dán vzorcem
Fi = F0 + i = [{∞, i} ∪ {k + i,−k + i} : k = 1, ..., 3]T ,
pro i = 0, 1, ..., 6. ádky jsou ozna£eny pomocí rozdíl· mezi prvky odpovídajících dvojic,
modulo 7. Vytvo°enou tabulku A vidíme v tabulce 5.
Nyní zvolíme orientaci hran dle vý²e popsaného zp·sobu. V²imn¥me si, ºe po°adí prvk·
budeme m¥nit pouze v prvním a t°etím °ádku tabulky A, viz tabulka 6. První °ádek
obsahuje pouze dvojice typu {∞, i}, kde orientaci provádíme na základ¥ parity i a t°etí
°ádek obsahuje pouze dvojice hrá£·, pro které je koeﬁcient k lichý, a proto v tomto °ádku
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∞ ∞ 0 ∞ 1 ∞ 2 ∞ 3 ∞ 4 ∞ 5 ∞ 6
±2 1 6 2 0 3 1 4 2 5 3 6 4 0 5
±3 2 5 3 6 4 0 5 1 6 2 0 3 1 4
±1 3 4 4 5 5 6 6 0 0 1 1 2 2 3
Tabulka 5: Tabulka A
provedeme prohození prvk· ve v²ech dvojicích. Pro zbylé dva °ádky je koeﬁcient k sudý,
tudíº orientaci nem¥níme.
∞ ∞ 0 1 ∞ ∞ 2 3 ∞ ∞ 4 5 ∞ ∞ 6
±2 1 6 2 0 3 1 4 2 5 3 6 4 0 5
±3 5 2 6 3 0 4 1 5 2 6 3 0 4 1
±1 3 4 4 5 5 6 6 0 0 1 1 2 2 3
Tabulka 6: Tabulka A s pravidelným st°ídání hrá£· vlevo a vpravo
K získání výsledného BTD(4) zbývá prohodit dvojice {∞, i} a {3i+1,−i−1} ve sloupci i,
pro i = 0, 1, 2, 4, 5, 6. V i tém kole se tak prohodí dvojice {∞, i} spolu s dvojicí, jejíº rozdíl
je ±((3i + 1) − (−i − 1)) = ±(4i + 2), proto na základ¥ tohoto rozdílu, vzhledem k mo-
dulu (2n − 1), p°euspo°ádáme °ádky tabulky. Díky p°euspo°ádání °ádk· tak dostáváme
p°ehledn¥j²í tabulku, ze které je lépe vid¥t, které dvojice se v jednotlivých kolech proha-
zují. V tabulce 7 vidíme tabulku A se zvýrazn¥nými dvojicemi, které budeme prohazovat
s dvojicí {∞, i}.
∞ ∞ 0 1 ∞ ∞ 2 3 ∞ ∞ 4 5 ∞ ∞ 6
±2 1 6 2 0 3 1 4 2 5 3 6 4 0 5
±1 3 4 4 5 5 6 6 0 0 1 1 2 2 3
±3 5 2 6 3 0 4 1 5 2 6 3 0 4 1
Tabulka 7: Tabulka A s vyzna£enými dvojicemi
Po prohození uvedených dvojic dostáváme výsledný BTD(4), který je uveden v tabulce 8.
Symbolem ∞ zna£íme hrá£e 2n, v na²em konkrétním p°íkladu hrá£e £. 8, jelikoº výpo£ty
provádíme v grup¥ Z2n−1 a v té se symbol 2n nevyskytuje. Ve výsledné tabulce jsou 4
°ádky, tzn. turnaj lze odehrát na 4 stanovi²tích tak, ºe kaºdý z hrá£· hraje na 3 stanovi²tích
práv¥ 2× a na jednom stanovi²ti 1×. Toto je nejrovnom¥rn¥j²í moºné rozloºení zápas· na 4
stanovi²t¥.
Nejmen²í po£et hrá£·, pro který lze konstrukci I vyuºít je 6 hrá£·, dále pak 8, 12, 14,
18, 20 hrá£· atd. Pro vy²²í po£ty hrá£· se po£et zápas· kola navy²uje, av²ak v na²í
st°elecké sout¥ºi je v reálu k dispozici malý po£et stanovi²´ (st°elnic). Turnaj se odehrává
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1 6 4 5 0 4 3 ∞ 2 6 1 2 0 5
∞ 0 2 0 3 1 4 2 5 3 6 4 ∞ 6
3 4 1 ∞ 5 6 6 0 0 1 5 ∞ 2 3
5 2 6 3 ∞ 2 1 5 ∞ 4 3 0 4 1
Tabulka 8: BTD(4)
na 2,3 nebo 4 st°elnicích. Toto omezení si vynutí p°i v¥t²ím po£tu hrá£· rozd¥lení zápas·
do podkol. Nap°. pro 12 hrá£· má výsledný design 6 °ádk·, tzn. v kaºdém kole se odehraje
práv¥ 6 zápas·, proto bude nejvhodn¥j²í vyuºít práv¥ 3 st°elnice, jelikoº po£et zápas·
kola je d¥litelný t°emi. Jestliºe v²ak máme vytvo°it rozpis turnaje nap°. pro 14 hrá£·,
pak po£et zápas· jednoho kola, sedm, je prvo£íslo, coº není d¥litelné po£tem st°elnic.
Jednou z moºností, jak zajistit rovnocenné podmínky je upustit od kompaktního rozpisu
a rozd¥lit kolo do podkol se 4 nebo 3 zápasy (viz 1. a 2. p°íklad v kapitole 6).
V následující v¥t¥ shrneme, pro které po£ty hrá£· 2n a pro které hodnoty s po£tu
st°elnic umíme na základ¥ konstrukce I sestavit harmonický rozpis turnaje.
Pro sudý po£et hrá£· 2n, kde n ≡ 0, 1 (mod 3) je po£et zápas· jednoho kola n. Jestliºe
je po£et zápas· n d¥litelný po£tem st°elnic s, potom platí, ºe n = p · s, kde p ∈ N.
Pro po£et hrá£· 2n tedy platí n = p · s a tedy n ≡ 0 (mod s), nebo ekvivalentn¥ 2n ≡ 0
(mod 2s). Je-li po£et hrá£· d¥litelný dvojnásobkem po£tu st°elnic a sou£asn¥ odpovídá
podmínkám konstrukce I, umíme s vyuºitím BTD(n) sestavit kompaktní losování, které
bude harmonické.
V¥ta 4.2.2 Pro po£et hrá£· 2n, kde n ≡ 0, 1 (mod 3) a sou£asn¥ n ≡ 0 (mod s), kde s je
po£et st°elnic, s ∈ N \ {1} existuje rozpis turnaje, který je harmonický.
D·kaz. Na základ¥ konstrukce I sestavíme BTD(n), který p°edstavuje ideální rozd¥lení
zápas· pro 2n hrá£· na n stanovi²tích. Abychom mohli rozd¥lit zápasy turnaje na s st°el-
nic, musíme kaºdé kolo (sloupec) designu rozd¥lit do p podskupin. Kaºdý sloupec designu
rozd¥líme na p krat²ích sloupc·. Výsledná tabulka losování tak bude °ádu n · p× s.
Tabulka 9 je p°íkladem, jak vypadá takto vytvo°ený rozpis pro 8 hrá£· na 2 st°elnicích,
p°i£emº jsme vyuºili BTD(4) (tabulka 8). Odpovídající tabulka HAP s vyzna£enými brejky
je pak uvedena jako tabulka 10. Po£et brejk· odpovídá minimálnímu po£tu 6.
1. 2. 3. 4. 5. 6. 7.
1.st. 1 6 ∞ 0 4 5 2 0 0 4 3 1 3 ∞ 4 2 2 6 5 3 1 2 6 4 0 5 ∞ 6
2.st. 3 4 5 2 1 ∞ 6 3 5 6 ∞ 2 6 0 1 5 0 1 ∞ 4 5 ∞ 3 0 2 3 4 1
Tabulka 9: Rozpis pro 8 hrá£· na 2 st°elnicích
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tým,kolo 1 2 3 4 5 6 7
0 P P L P L P L
1 L L P L P L P
2 P L P P L P L
3 L P L L P L P
4 P L P L P P L
5 L P L P L L P
6 P L P L P L P
∞ L P L P L P L
Tabulka 10: HAP tabulka pro 8 hrá£·
Takto vytvo°ený rozpis turnaje spl¬uje podmínky harmonického losování:
• Kompaktnost.
Rozpis je vytvo°en z BTD(n), kde kaºdý hrá£ hraje v kaºdém kole práv¥ jednou
a dojde-li k rozd¥lení kol na jednotlivá podkola, tato podmínka se nijak nenaru²í.
Kaºdého kola se tak ú£astní v²ichni hrá£i, jelikoº po£et hrá£· 2n je d¥litelný dvoj-
násobkem po£tu st°elnic.
• Nejmen²í moºný po£et brejk·.
Kaºdý hrá£ st°ídá co nejlépe pozice vlevo a vpravo, coº je zaji²t¥no orientací hran
z V¥ty 2.10, která °íká, ºe p°i takto zvolené orientaci hran dosáhneme nejmen²ího
moºného po£tu 2n− 2 brejk·.
• Pravidelné st°ídání hrá£· na jednotlivých st°elnicích.
Z vlastností BTD(n) vyplývá, ºe v p°ípad¥, kdy kolo ned¥líme, kaºdý hrá£ odehraje
na kaºdé st°elnici práv¥ dva zápasy a na jedné ze st°elnic pouze jeden zápas. V p°ípad¥
rozloºení kol do podkol lze na základ¥ vlastností BTD(n) ur£it, kolik zápas· kaºdý
hrá£ na dané st°elnici odehraje. Jestliºe kolo rozd¥líme do p podkol, p = n
s
, pak
kaºdý z hrá£· odehraje práv¥ 2p zápas· na kaºdé st°elnici, krom¥ jedné st°elnice,
kde odehraje jen 2p− 1 zápas·.
• Pauzy mezi zápasy.
Délku pauzy d po£ítáme na základ¥ po£tu podkol dvou po sob¥ jdoucích kol, coº m·-




je po£et podkol jednoho kola. Pro výpo£et nejdel²í
pauzy budeme p°edpokládat, ºe daný hrá£ hraje v prvním podkole prvního kola a poté
aº v posledním podkole druhého kola. Od uvedeného vztahu tak sta£í ode£íst práv¥
2 podkola, kterých se daný hrá£ ú£astní. Výsledný vztah pro nejdel²í pauzu mezi
zápasy je d = 2 · n
s
− 2 podkol.
Pauzy tedy mohou být v rozmezí 0 ≤ d ≤ (2 · n
s
− 2) podkol.
Z tabulky 9 je vid¥t, ºe turnaj pro 8 hrá£· bude na 2 st°elnicích odehrán ve 14 podko-
lech, kdy hrá£i budou mít pauzy mezi zápasy délek (0 − 2) zápasy rovnom¥rn¥ rozd¥lené
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v pr·b¥hu turnaje. Tj. kaºdého kola (mín¥no nerozd¥leno na podkola) se ú£astní v²ichni
hrá£i.
Konstrukce I je pom¥rn¥ nenáro£ná a umoº¬uje vytvo°it harmonické losování pro v²echny
p°ípady, kdy n ≡ 0, 1 (mod 3). Bohuºel pro hodnoty n ≡ 2 (mod 3) musíme hledat
dal²í moºnosti konstrukce BTD(n). Následující konstrukce II a III spole£n¥ umoºní zís-
kat BTD(n) pro n libovolné.
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4.3 Konstrukce II - FBTD(n) pro n lichá
Jedná se o konstrukci, na jejímº základ¥ budeme vytvá°et BTD(n) pro n lichá
s jistou p°idanou vlastností. Tento speciáln¥j²í typ designu se nazývá factored balanced
tournament design, FBTD(n). Konstrukce je komplikovan¥j²í, ale zahrnuje n¥které hodnoty
n, pro které konstrukci I nelze pouºít. Navíc vlastnost factored balanced tournament design
umoºní konstrukci roz²í°it pro v²echny hodnoty n.
Deﬁnice 4.3.1. Factored balanced tournament design °ádu n, FBTD(n), je BTD(n) deﬁ-
novaný na mnoºin¥ V s takovou vlastností, ºe v kaºdém °ádku existuje n bun¥k, tzv. faktor,
který obsahuje v²ech 2n prvk· mnoºiny V .
V roce 1985 dokázali Lamken a Vanstone tvrzení, ºe BTD(n) existuje pro v²echna n,
krom¥ n = 2. D·kaz uvedli s vyuºitím FBTD(n) v [8]. Protoºe tento d·kaz je konstruktivní,
uvedeme si zde jeho základní my²lenky. D·kaz lze rozd¥lit na dv¥ £ásti v závislosti na parit¥
n. Za£neme konstrukcí pro n lichá.
V¥ta 4.3.2 Jestliºe n je liché, pak FBTD(n) existuje.
D·kaz. Nech´ n = 2k+1 a deﬁnujeme mnoºinu V = Zn×{1, 2}. K zápisu prvk· mnoºiny V
vyuºijeme index·. Tj. místo (x, y) budeme zapisovat xy, tedy V = {01, 02, 11, 12, ..., (2k)1,
(2k)2}. Nyní sestavíme tabulku °ádu (2k + 1) × (4k + 1), kde °ádky indexujeme 0, ..., 2k
(prvky grupy Z2k+1) a sloupce indexujeme 0, ..., 4k. Tabulka (viz tabulka 11) je z d·vodu
nedostatku místa zobrazena trasponovaná. V °ádku 0 p°i°adíme kaºdé bu¬ce jednu uspo-
°ádanou dvojici dle vzorce v tabulce a následn¥ vytvo°íme dal²í °ádky. ádek i dostaneme
z °ádku 0 p°i£tením indexu i ke kaºdému prvku ve dvojici.
Tabulku lze také vytvo°it dle následujícího vzorce pro i tý °ádek Si, kde i = 0, ..., 2k
Si = {i1, i2} ∪ {(x+ i)s, (−x+ i)t} : x = 1, 2, ..., k (2)
a kde (s, t) postupn¥ nabývá hodnot (1, 1), (2, 2), (1, 2), (2, 1).
Takto vytvo°ená tabulka obsahuje v²echny neuspo°ádané dvojice z mnoºiny V , neboli
v²echny zápasy turnaje. V nultém °ádku tabulky se kaºdý prvek mnoºiny V vyskytuje
práv¥ dvakrát, aº na prvky 01 a 02. Kaºdý dal²í °ádek tabulky je vytvo°en z nultého °ádku
p°i£tením indexu °ádku ke kaºdému prvku dvojice, a proto m·ºeme °íct, ºe se ve v²ech
°ádcích tabulky vyskytuje daný prvek nejvý²e dvakrát, coº odpovídá °ádkové podmínce
BTD(n). Navíc dvojice prvk· ve sloupcích 0, ..., 2k tvo°í v kaºdém °ádku faktor, tzn. kaºdý
prvek se zde vyskytuje práv¥ jednou.
Sloupce 0, 2k + 1, 2k + 2, ..., 4k obsahují v²echny prvky mnoºiny V práv¥ jednou. Av²ak
sloupce 1, ..., 2k obsahují prvky mnoºiny V dvakrát, £ímº tyto sloupce poru²ují podmínku
BTD(n), která °íká, ºe kaºdý prvek V je obsaºen práv¥ v jedné bu¬ce kaºdého sloupce.
Jestliºe vhodn¥ prohodíme n¥které dvojice prvk· v rámci jednoho °ádku, m·ºeme tak
splnit sloupcovou podmíku BTD(n), bez naru²ení °ádkové podmínky.
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0 1 ... 2k
0 01,02 11,12 ... (2k)1,(2k)2
1 11,2k1 21,01 ... 01,(2k − 1)1





k k1,(k + 1)1 (k + 1)1,(k + 2)1 ... (k − 1)1,(k)1





2k k2,(k + 1)2 (k + 1)2,(k + 2)2 ... (k − 1)2,(k)2





3k k1,(k + 1)2 (k + 1)1,(k + 2)2 ... (k − 1)1,(k)2





4k k2,(k + 1)1 (k + 1)2,(k + 2)1 ... (k − 1)2,(k)1
Tabulka 11: Obecný p°edpis neuspo°ádaných dvojic z mnoºiny V
Sloupec i m·ºeme rozd¥lit do (2k + 1)/t podmnoºin obsahujících t dvojic tvaru:
{{x, x− 2i}, {x− 2i, x− 4i}, {x− 4i, x− 6i}, ..., {x− 2(t− 1)i, x}},
kde t je perioda rovna −2i (mod 2k+1). Perioda t d¥lí £íslo 2k+1 a proto musí být lichá.
Obdobn¥ m·ºeme rozd¥lit i sloupce k + i a 2k + i. Tyto podmnoºiny odpovídají d¥lení
grupy Z2k+1 na cosety (pro nedeﬁnované pojmy z teorie grup, nap°. [6]).
Prohození dvojic provedeme následovn¥. Pro kaºdé s liché zam¥níme dvojice:
{(x− 2si)1, (x− 2(s+ 1)i)1} a {(x− 2si)2, (x− 2(s+ 1)i)2}.
Navíc pak je²t¥ prohodíme dva typy dvojic:
{x2, (x− 2i)2} a {x1, (x− 2i)2},
{(x− 2(t− 1)i)1, x1} a {(x− 2(t− 1)i)1, x2}.
Po prohození vý²e uvedených dvojic je spln¥na i podmínka pro sloupce, bez naru²ení pod-
mínky pro °ádky, a je zachováno, ºe kaºdý °ádek obsahuje faktor. Výsledná tabulka je tedy
FBTD(n).
4.3 Konstrukce II - FBTD(n) pro n lichá 24
Umíme tedy dal²í zp·sob, jak sestavit BTD(n), pro n lichá, av²ak k vytvo°ení harmonického
losování je t°eba je²t¥ o²et°it st°ídání hrá£· na pozicích vlevo a vpravo, tzn. zvolit vhodnou
orientaci hran. P°i°azení HAP k FBTD(n) Lamken a Vanstone ve své konstrukci [8] ne°e²í.
Pokusíme se najít vlastní orientaci.
P°íklad FBTD(n) pro n=5 dle konstrukce II
Jestliºe máme po£et hrá£· N = 2n = 10, pak n = 2k + 1 = 5 a k = 2. Nejd°íve si
zavedeme mnoºinu V = Z5 × {1, 2}. Následn¥ prvky mnoºiny V zapí²eme pomocí index·,
V = {01, 02, 11, 12, 21, 22, 31, 32, 41, 42}, tj. místo (x, a) pí²eme xa. Dále si pomocí vý²e
uvedeného postupu vytvo°íme tabulku o velikosti 5× 9, viz tabulka 12.
0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 01,02 11,41 21,31 12,42 22,32 11,42 21,32 12,41 22,31
1 11,12 21,01 31,41 22,02 32,42 21,02 31,42 22,01 32,41
2 21,22 31,11 41,01 32,12 42,02 31,12 41,02 32,11 42,01
3 31,32 41,21 01,11 42,22 02,12 41,22 01,12 42,21 02,11
4 41,42 01,31 11,21 02,32 12,22 01,32 11,22 02,31 12,21
Tabulka 12: Tabulka neuspo°ádaných dvojic dle vzorce 2 pro 10 hrá£·
M·ºeme zkontrolovat, ºe se ve v²ech °ádcích vyskytuje kaºdý prvek mnoºiny V práv¥ dva-
krát, krom¥ prvk· ze sloupce 0. Dále vidíme, ºe ve sloupcích 1, 2, 3, 4 se vºdy kaºdý prvek
vyskytuje dvakrát. Proto je nutné provést vhodné prohození dvojic prvk· dle d·kazu V¥ty
4.3.2 mezi sloupci 1, 2 a 3, 4 a 5, 6, v rámci odpovídajících °ádk·. P°edtím neº uvedené dvo-
jice v rámci °ádk· prohodíme, provedeme orientaci hran (uspo°ádání dvojic) tak, abychom
ur£ili pozice vlevo a vpravo na st°elnici.
Orientaci zvolíme následovn¥:
V rozpisu pro 10 hrá£· budeme orientovat hrany dle sloupc·, p°i£emº v sudých sloupcích
0, 6, 8 s dvojicemi s r·znými indexy orientujeme hrany jako (x1, x2) a v lichých sloupcích
5, 7 s dvojicemi s r·znými indexy orientujeme hrany jako (x2, x1). V lichých sloupcích 1, 3
s dvojicemi se stejnými indexy a s periodou −2i = −2 (mod 5) = 3 i v sudých sloupcích
2, 4 s dvojicemi se stejnými indexy a s periodou −2i = −4 (mod 5) = 1 orientujeme hrany
ve sm¥ru p°i£ítání periody. Rozpis, ve kterém je zohledn¥no st°ídání hrá£· na levé a pravé
stran¥ st°elnice, je v tabulce 13.
Tabulka HAP s vyzna£enými brejky je v tabulce 14. S vyuºitím vý²e popsané orientace jsme
tedy pro 10 hrá£· obdrºeli celkem 28 brejk·. Kaºdý hrá£ má b¥hem turnaje práv¥ 2 nebo
4 brejky, navíc kaºdý hrá£ práv¥ 4× zaujme pozici vlevo a 5× vpravo, nebo naopak. Tedy
i kdyº je výsledný po£et brejk· v celém turnaji mnohem v¥t²í neº teoretické minimum
8 brejk·, po£et zápas· odehraných na pozici vpravo, nebo vlevo je mezi hrá£e rozd¥len
rovnom¥rn¥. Po£ty brejk· p°ipadající na jednotlivé hrá£e jsou také rozd¥leny rovnom¥rn¥
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0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 01,02 11,41 21,31 12,42 22,32 42,11 21,32 12,41 31,22
1 11,12 21,01 31,41 22,02 32,42 02,21 31,42 22,01 41,32
2 21,22 31,11 41,01 32,12 42,02 12,31 41,02 32,11 01,42
3 31,32 41,21 01,11 42,22 02,12 22,41 01,12 42,21 11,02
4 41,42 01,31 11,21 02,32 12,22 32,01 11,22 02,31 21,12
Tabulka 13: Tabulka uspo°ádaných dvojic pro 10 hrá£·
a ºádný hrá£ nest°ílí více neº 3× za sebou na stejné pozici.
tým,kolo 0 1 2 3 4 5 6 7 8
01 L P P L L P L P L
11 L L L P P P L P L
21 L L L P L P P P L
31 L P P P L L L P L
41 L P L L P P L P L
02 P L L P P L P L P
12 P L P P L L P L P
22 P P P L P L L L P
32 P P L L P L P L P
42 P L P L L P P L P
Tabulka 14: Tabulka HAP pro 10 hrá£·
V následující tabulce (tabulka 15) je jiº provedena vým¥na odpovídajících dvojic a ve v²ech
sloupcích se vyskytuje kaºdý symbol práv¥ jednou. Tabulka tak odpovídá jak sloupcové,
tak i °ádkové podmínce BTD(n). V kaºdém °ádku je navíc 5 bun¥k, které tvo°í faktor
a tedy výsledná tabulka je FBTD(5).
0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 01,02 11,41 21,31 42,11 21,32 12,42 22,32 12,41 31,22
1 11,12 21,01 32,42 22,02 31,41 02,21 31,42 22,01 41,32
2 21,22 12,31 41,01 32,12 42,02 31,11 41,02 32,11 01,42
3 31,32 42,22 02,12 41,21 01,11 22,41 01,12 42,21 11,02
4 41,42 02,32 11,22 01,31 12,22 32,01 11,21 02,31 21,12
Tabulka 15: FBTD(5) s ohledem na st°ídání hrá£· vlevo a vpravo
Na záv¥r provedeme rozmíst¥ní zápas· na jednotlivá stanovi²t¥. Jelikoº výsledná tabulka
rozpisu má 5 °ádk·, bude vhodné turnaj uspo°ádat na 5 stanovi²tích tak, ºe kaºdý hrá£
4.3 Konstrukce II - FBTD(n) pro n lichá 26
hraje na 4 stanovi²tích práv¥ 2× a na 1 stanovi²ti 1×. S tím souvisí i problém rozd¥lování
kol do podkol, který nám shrnuje následující poznámka.
Poznámka 4.3.3 Je-li po£et zápas· jednoho kola v¥t²í neº po£et stanovi²´, ale je tímto
po£tem d¥litelný, provedeme rozd¥lení kol do p podkol stejným zp·sobem jako u konstrukce I.
P°i rozd¥lení do podkol také vzniknou srovnatelné pauzy pro v²echny hrá£e.
Pro po£et hrá£· 2n, kde n je liché, je po£et zápas· jednoho kola 2n
2
= n. Je-li po£et zápas·
n d¥litelný po£tem st°elnic s, platí n = p · s, kde p ∈ N. Stejn¥ jako u konstrukce I tedy
m·ºeme °íct, ºe je-li po£et hrá£· d¥litelný dvojnásobkem po£tu st°elnic a zárove¬ n je liché,
umíme s vyuºitím FBTD(n) sestavit losování, které se blíºí harmonickému a tento výsledek
nám shrnuje následující v¥ta.
V¥ta 4.3.4 Pro v²echna n lichá a sou£asn¥ pro po£et hrá£· 2n, n ≡ 0 (mod s), kde
s je po£et st°elnic, s ∈ N \ {1}, existuje rozpis turnaje, který je kompaktní a je v n¥m
zaji²t¥no pravidelné st°ídání hrá£· na st°elnicích.
D·kaz. S vyuºitím konstrukce II sestavíme FBTD(n), který nám rozd¥lí zápasy pro 2n
hrá£· na n stanovi²´. Rozd¥lení zápas· turnaje na s st°elnic provedeme stejným zp·sobem
jako u konstrukce I, tj. kaºdé kolo rozd¥líme do p podskupin. Výsledná tabulka rozpisu
bude °ádu n · p× s.
V na²em p°íkladu pro 10 hrá£·, tedy 2n = 10, je po£et zápas· jednoho kola n = 5. Z toho
plyne, ºe pro 10 hrá£· nelze vyuºít men²í po£et stanovi²´ neº 5, aniº bychom poru²ili
kompaktnost turnaje. Kaºdý z hrá£· bude hrát na kaºdé st°elnici 2× a na jedné st°elnici
1×. Vezmeme-li si v²ak v¥t²í po£et hrá£·, nap°. 2n = 18, po£et zápas· jednoho kola
je n = 9. Je tedy z°ejmé, ºe k sestavení losování m·ºeme vyuºít práv¥ 3 st°elnice, nebo´
platí, ºe 9 ≡ 0 (mod 3). Kaºdé kolo turnaje rozd¥líme do p = 3 podskupin a výsledná
tabulka bude °ádu 27×3. Rozpis vytvo°ený tímto zp·sobem nezaji²´uje pravidelné st°ídání
hrá£· na pozicích vlevo a vpravo, tedy nejmen²í moºný po£et brejk·. M·ºeme v²ak °íci,
ºe tento rozpis turnaje spl¬uje následující podmínky harmonického losování:
• Kompaktnost.
Rozpis je vytvo°en z FBTD(n), kde kaºdý hrá£ hraje v kaºdém kole práv¥ jednou
a dojde-li k rozd¥lení kol na jednotlivá podkola, tato podmínka se nijak nenaru²í.
Kaºdého kola se tak ú£astní v²ichni hrá£i, jelikoº po£et hrá£· 2n je d¥litelný dvoj-
násobkem po£tu st°elnic.
• Pravidelné st°ídání hrá£· na jednotlivých st°elnicích.
Z vlastností FBTD(n) vyplývá, ºe v p°ípad¥, kdy kolo ned¥líme, kaºdý hrá£ odehraje
na kaºdé st°elnici práv¥ dva zápasy a na jedné ze st°elnic pouze jeden zápas. Jestliºe
kolo rozd¥líme do p podkol, p = n
s
, pak kaºdý z hrá£· odehraje práv¥ 2p zápas·
na kaºdé st°elnici, krom¥ jedné st°elnice, kde odehraje jen 2p− 1 zápas·.
• Pauzy mezi zápasy.
Výpo£et nejdel²í a nejkrat²í pauzy provádíme stejným zp·sobem jako u konstrukce I,
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tedy pro výpo£et nejdel²í pauzy budeme p°edpokládat, ºe daný hrá£ hraje v prvním
podkole prvního kola a poté aº v posledním podkole druhého kola. Pauzy mohou být
v rozmezí 0 ≤ d ≤ (2 · n
s
− 2) podkol.
Nap°. pro po£et hrá£· N = 2n = 18 je po£et zápas· jednoho kola n = 9, tedy je
vhodné vyuºít 3 st°elnice. Pauzy mezi zápasy budou pro kaºdého hrá£e v rozmezí
0 ≤ d ≤ 4 podkola, coº je ve srovnání s celkovým po£tem zápas· jednoho hrá£e, tj. 17
zápas·, dobrý výsledek. Navíc pauzy pro kaºdého hrá£e jsou rozd¥leny rovnom¥rn¥
v pr·b¥hu celého turnaje. D·vodem je, ºe kaºdý hrá£ se ú£astní kaºdého kola.
V p°íkladu konstrukce II p°i losování turnaje pro 10 hrá£· jsme stanovili orientaci hran,
p°i které byly po£ty zápas· vlevo a vpravo rozd¥leny mezi hrá£e rovnom¥rn¥. V následu-
jícím odstavci je tato orientace zobecn¥na pro libovolný FBTD(n) konstruovaný dle kon-
strukce II.
Orientace hran pro konstrukci II
Ve sloupcích i = 0, 2k+1, ..., 3k, 3k+1, ..., 4k kaºdou dvojici s r·znými indexy {x1, x2} orien-
tujeme jako (x2, x1) pro i liché a jako (x1, x2) pro i sudé. Ve sloupcích 1, 2, ..., k, k+ 1, ..., 2k
kaºdou dvojici se stejnými indexy {xs, ys} orientujeme v kladném sm¥ru cyklu, tedy dle
p°i£ítání periody (−2i) (mod 2k + 1). Ve sloupci i, pro i = 1, 2, ..., k, dvojici {xs, ys} ori-
entujeme (xs, ys) pro ys = xs + (−2i) (mod 2k + 1). Ve sloupci i + k, pro i = 1, 2, ..., k,
dvojici {xs, ys} orientujeme stejn¥, tedy (xs, ys) pro ys = xs + (−2i) (mod 2k + 1).
V rozpisu vytvo°eném dle konstrukce II neumíme zajistit nejmen²í teoreticky moºný po£et
brejk· (dle námi navrºené orientace), ale umíme dosáhnout rovnom¥rného rozd¥lení po£tu
zápas· vlevo a vpravo pro jednotlivé hrá£e. Tj. kaºdý hrá£ b¥hem turnaje sice nest°ídá
pozice vlevo a vpravo pravideln¥, ale za celý turnaj odehraje stejný po£et zápas· (po£et
se li²í o jeden) na obou pozicích.
V¥ta 4.3.5 Pro n liché existuje losování dle konstrukce II takové, ºe kaºdý hrá£ odehraje
n zápas· na jedné pozici (vlevo, nebo vpravo) a n− 1 zápas· na druhé pozici.
D·kaz. Pro 2n hrá£·, kde n je liché, je turnaj odehrán v 2n − 1 kolech. Kaºdého kola se
ú£astní v²ichni hrá£i, tzn. kaºdý z hrá£· b¥hem turnaje odehraje práv¥ 2n − 1 zápas·.
Z toho plyne, ºe ºádný hrá£ nem·ºe odehrát stejný po£et zápas· na pozici vlevo i vpravo,
ale nejlépe se po£ty li²í o jeden zápas. Pokusíme se tedy vysledovat, kolik zápas· odehraje
kaºdý z hrá£· na jednotlivých pozicích. Umíst¥ní zápas· na pozicích vlevo a vpravo zvo-
líme dle obecného p°edpisu, viz tabulka 11. V tomto rozpisu je spln¥na °ádková podmínka
BTD(n), tj. v kaºdém °ádku se kaºdý hrá£ (prvek) vyskytuje nejvý²e dvakrát. Hrá£i, kte°í
se v °ádku (na stanovi²ti) vyskytují pouze jednou, odehrají sv·j jediný zápas na tomto sta-
novi²ti vºdy v nultém sloupci (kole). Sloupcová podmínka BTD(n) v²ak v tomto obecném
p°edpisu není spln¥na, konkrétn¥ ve sloupcích 1, ..., 2k. Ve sloupcích 1, ..., k se vyskytují
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dvojice hrá£·, kde indexy (s, t) nabývají hodnot (1, 1), a kaºdý hrá£ s indexem 1 se v ta-
kovém sloupci vyskytuje práv¥ 2×. Z toho vºdy jednou na pozici vlevo a jednou na pozici
vpravo. V kaºdém ze sloupc· 1, ..., k se tedy hrá£i s indexem 1 vyskytují (2k)×. V kaº-
dém ze sloupc· 2k + 1, ..., 4k se kaºdý hrá£ vyskytuje 1×. Celkem se tedy ve sloupcích
2k + 1, ..., 3k kaºdý hrá£ s indexem 1 vyskytuje (k)× vlevo (indexy (s, t) nabývají hod-
not (1, 2)) a ve sloupcích 3k + 1, ..., 4k (k)× vpravo (indexy (s, t) nabývají hodnot (2, 1)).
M·ºeme tedy °íct, ºe kaºdý hrá£ s indexem 1 se na pozici vpravo vyskytuje práv¥ (2k)×
(z toho (k)× ve sloupcích 1, ..., k a (k)× ve sloupcích 3k+1, ..., 4k) a na pozici vlevo práv¥
(2k+1)× (z toho (k)× ve sloupcích 1, ..., k, (k)× ve sloupcích 2k+1, ..., 3k a 1× ve sloupci
i = 0). Dále nech´ n = 2k+1, pak °ekneme, ºe hrá£ odehraje na pozici vpravo práv¥ n− 1
zápas· a na pozici vlevo práv¥ n zápas·. Obdobn¥ m·ºeme postupovat pro hrá£e ozna£ené
indexem 2. Ukázali jsme tak, ºe po£et zápas· pro kaºdého hrá£e na levé a pravé stran¥
st°elnice je stejný, aº na jeden lichý zápas. Prohozením dvojic v °ádku tabulky se po£et
pozic vpravo (resp. vlevo) pro jakéhokoliv hrá£e nem¥ní.
Poznámka 4.3.6 Orientace hran navrºená pro konstrukci II (viz strana 27) zachovává
stejné rozloºení po£tu zápas· na pozicích vlevo a vpravo.
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4.4 Konstrukce III - FBTD(n) pro n sudá
Nyní si ukáºeme konstrukci metodou zdvojení. Jedná se o druhou £ást d·kazu,
který v roce 1985 prezentovali Lamken a Vanstone [8]. V d·kazu vyuºívají ortogonální
latinské £tverce, proto je²t¥ p°ed samotným tvrzením uvedeme pot°ebné deﬁnice z oblasti
latinských £tverc·.
Deﬁnice 4.4.1 [9] Dva latinské £tverce L a L °ádu n jsou ortogonální, jestliºe pro kaºdé
(x,y) ∈ E3 × E3 existuje práv¥ jedna dvojice index· (i, j) ∈ E1 × E2 taková, ºe bu¬ka
(i, j) latinského £tverce L obsahuje symbol x, L(i, j) = x a bu¬ka (i,j) latinského £tverceL obsahuje symbol y, L(i,j)=y. Latinské £tverce L1,L2,...,Lt jsou vzájemn¥ ortogonální,
jestliºe pro ∀a, b : 1 ≤ a < b ≤ t, La a Lb jsou ortogonální.
V¥tu o existenci dvou ortogonálních latinských £tverc· dokázali v roce 1960 Bose, Shri-
khande a Parker [2].
V¥ta 4.4.2 Dva ortogonální latinské £tverce o stran¥ n existují pro v²echna n ̸= 2, 6.
D·kaz v¥ty, která následuje, je op¥t konstruktivní a konstrukci si v jednotlivých krocích
ukáºeme.
V¥ta 4.4.3 [8] Jestliºe existuje FBTD(n) a n > 3, pak existuje také FBTD(2n).
Nech´ A je FBTD(n) na mnoºin¥ U = {1, ..., 2n} a sou£asn¥ ozna£íme U = {1, ..., 2n}.
Pak z A získáme A1 následovn¥. Prvek a nenahrazujeme jiným prvkem, jestliºe je sou£ástí
faktoru p°íslu²ného °ádku (faktor designu, viz Deﬁnice 4.3.1). V opa£ném p°ípad¥ prvek a
nahradíme prvkem a. Opa£ným zp·sobem získáme A2. V kaºdém °ádku prvek a nahradíme




a nech´ V = U ∪ U . B je tabulka °ádu 2n × (2n − 1), která obsahuje
dvojice prvk· mnoºiny V .
A =
12 67 03 70 34 45 56
35 13 57 46 16 20 24
47 40 26 15 27 36 10
60 25 14 23 50 17 37
B =
12 67 03 70 34 45 56
35 13 57 46 16 20 24
47 40 26 15 27 36 10
60 25 14 23 50 17 37
12 67 03 70 34 45 56
35 13 57 46 16 20 24
47 40 26 15 27 36 10
60 25 14 23 50 17 37
Tabulka 16: A - FBTD(4) a tabulka B
V tabulce 16 je uveden p°íklad FBTD(4), kde podtrºené dvojice prvk· tvo°í faktor odpo-
vídajícího °ádku, a následn¥ je uvedena sestavená tabulka B. Kdyº se daný prvek mnoºiny
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U objeví dvakrát v °ádku tabulky A, jednou je to v rámci faktoru daného °ádku a podruhé
mimo faktor. Proto se kaºdý prvek mnoºiny V vyskytne vºdy nejvý²e jednou v °ádku
tabulky B.
Vzhledem k tomu, ºe kaºdá dvojice r·zných prvk· mnoºiny U se vyskytuje v A, pak kaºdá
dvojice prvk· ve tvaru {x, y} nebo {x, y}, kde x ̸= y, musí být obsaºena v B. Abychom
získali FBTD(n), konkrétn¥ FBTD(8), musíme roz²í°it B p°idáním dvojic ve tvaru {x, y},
k £emuº nyní vyuºijeme ortogonální latinské £tverce.
M¥jme dva ortogonální latinské £tverce C1 a C2 °ádu 2n, n > 3. tverec C1 obsahuje
prvky mnoºiny U a £tverec C2 prvky mnoºiny U . Pak C je 2n× 2n tabulka, která vznikla
p°eloºením £tverc· C1 a C2 p°es sebe. Kaºdá dvojice ve tvaru {x, y} se vyskytuje v C
a kaºdý prvek mnoºiny V se vyskytne práv¥ jednou v kaºdém °ádku C a práv¥ jednou
v kaºdém sloupci C.
Nyní sestavíme výslednou tabulku D = B C °ádu 2n × (4n − 1), jejíº bu¬ky jsou
vypln¥ny v²emi r·znými dvojicemi prvk· z V . Kaºdý prvek z V se vyskytuje nejvý²e
dvakrát v kaºdém °ádku a práv¥ jednou v kaºdém sloupci. Pro kaºdý °ádek platí, ºe dvojice,
které náleºely do C, vytvá°í faktor pro daný °ádek. Z toho vyplývá, ºe D je FBTD(n),
konkrétn¥ FBTD(8), viz tabulka 17.
D =
12 67 03 70 34 45 56 03 30 21 56 47 74 65 12
35 13 57 46 16 20 24 35 06 17 60 71 42 53 24
47 40 26 15 27 36 10 27 14 05 72 63 50 41 36
60 25 14 23 50 17 37 52 61 70 07 16 25 34 43
12 67 03 70 34 45 56 40 73 62 15 04 37 26 51
35 13 57 46 16 20 24 76 45 54 23 32 01 10 67
47 40 26 15 27 36 10 64 57 46 31 20 13 02 75
60 25 14 23 50 17 37 11 22 33 44 55 66 77 00
Tabulka 17: Výsledný design FBTD(8)
Poznámka 4.4.4 Existenci dvou vzájemn¥ ortogonálních latinských £tverc· nám zaji²´uje
V¥ta 4.4.2. D·kaz této v¥ty je komplikovaný, proto zde pouze stru£n¥ okomentujeme jed-
notlivé konstrukce, které se li²í v závisloti na modularit¥ n a jsou uvedeny nap°. v [9].
Nejprve se zam¥°íme na konstrukci pro n ≡ 0, 1, 3 (mod 4). Je-li n = pr11 , pr22 , ..., prxx ,
kde p1, p2, ..., px jsou prvo£ísla a r1, r2, ..., rx ∈ N , pak ke konstrukci lze vyuºít kone£né
t¥leso a ireducibilní polynomy, tj. polynomy, které nelze rozloºit na sou£in jednodu²²ích po-
lynom· nad tímto t¥lesem. Je-li n = pr11 · pr22 · · · prxx , existuje tzv. p°ímá konstrukce. Jestliºe
A1 a A2 jsou dva ortogonální £tverce °ádu m a B1 a B2 jsou dva ortogonální £tverce °ádu
n, pak p°ímou konstrukcí dostaneme £tverce A1 ×B1 a A2 ×B2 °ádu mn, které jsou orto-
gonální.
Pro n ≡ 2 (mod 4) existuje konstrukce vycházející z tzv. transversal designu.
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5 Rozpisy dle BTD(n)
5.1 Shrnutí výsledk·
K tvorb¥ rozpis· losování vyuºíváme konstrukce kombinatorických design·. V d·-
kazu následující v¥ty jsou shrnuty moºnosti prezentovaných konstrukcí.
V¥ta 5.1.1 [3] BTD(n) existuje pro v²echna n, s vyjímkou n = 2.
D·kaz. Nejprve ukáºeme, ºe BTD(n) neexistuje pro n = 2, tedy pro po£et hrá£· 2n = 4.
Kdybychom pro takto malý po£et hrá£· cht¥li sestrojit BTD(n), pak by tabulku tvo°ily
t°i sloupce a dva °ádky. Turnaj je tak odehrán ve t°ech kolech a v kaºdém kole prob¥hnou
práv¥ dva zápasy, viz tabulka 18.
12 13 32
34 24 14
Tabulka 18: Tabulka zápas· pro 4 hrá£e
Z podmínek pro BTD(n) víme, ºe se kaºdý prvek musí vyskytovat práv¥ jednou v kaºdém
sloupci a nejvý²e dvakrát v kaºdém °ádku. Z tabulky 18 vidíme, ºe pokud nap°. hrá£ £. 1
hraje v prvních dvou kolech, resp. sloupcích, na prvním stanovi²ti, resp. °ádku, s hrá£i
£. 2 a £. 3, pak musí nutn¥ ve t°etím kole hrát na druhém stanovi²ti s hrá£em £. 4. Av²ak
kaºdého kola se ú£astní v²ichni hrá£i, tudíº tabulku nelze doplnit jinak, neº ºe hrá£ £. 4
odehraje v²echny své zápasy na druhém stanovi²ti. Podmínka BTD(n) nem·ºe být spln¥na,
protoºe hrá£ £. 4 se vyskytuje ve druhém °ádku práv¥ t°ikrát. Z tohoto d·vodu BTD(2)
neexistuje. Existence pro v²echna n, krom¥ n = 2, vyplývá z konstrukcí prezentovaných
v kapitole 4.
Vzhledem k n nyní provedeme shrnutí jednotlivých typ· konstrukcí:
1. Pro n ≡ 0, 1 (mod 3) existuje BTD(n), dle V¥ty 4.2.1.
2. Je-li n liché, pak z V¥ty 4.3.2 plyne, ºe FBTD(n) a tedy i BTD(n) pro v²echna taková
n existuje.
3. Je-li n = 2k, pro k = 2, 3, ..., pak existence FBTD(4) a V¥ta 4.4.3 zaru£ují existenci
FBTD(n) a tedy i BTD(n). Ostatní n m·ºeme zapsat jako n = 2kq, pro k = 1, 2, 3, ...
a q liché, q > 3, kde pro n lichá umíme sestavit FBTD(n) dle konstrukce II a poté
vyuºít zdvojení dle ortogonálních latinských £tverc·, viz konstrukce III.
Tím jsou zahrnuty existence pro v²echny moºné hodnoty n a ukázali jsme tak, ºe BTD(n),
n ̸= 2, existuje.
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Nyní provedeme diskuzi pro t°i typy prezentovaných konstrukcí, pro hodnoty do 30 hrá£·,
které odpovídají reálnému po£tu hrá£· hlásících se do sout¥ºe.
1. Za£neme konstrukcí I, kterou lze vyuºít pro po£ty hrá£· N = 6, 8, 12, 14, 18, 20, 24,
26, 30, tj. N ≡ 0, 2 (mod 3). U této konstrukce umíme pomocí vhodné orientace
hran zajistit pravidelné st°ídání hrá£· na pozicích vlevo a vpravo, tedy dostaneme
nejmen²í moºný po£et 2n− 2 brejk·. I dal²í poºadavky harmonického losování, kom-
paktnost a st°ídání hrá£· na st°elnicích, jsou spln¥ny a v p°ípad¥, ºe po£et zápas·
jednoho kola odpovídá po£tu st°elnic, jsou zaji²t¥ny i stejné pauzy pro v²echny hrá£e
mezi odehranými zápasy. Konstrukce I nám tak umoº¬uje vytvo°it ryze harmonické
losování. Jestliºe po£et zápas· jednoho kola p°esn¥ neodpovídá po£tu st°elnic, ale je
tímto po£tem d¥litelný, pak nám konstrukce I dává harmonické losování, viz V¥ta
4.2.2.
2. Konstrukci II, pro n lichá, lze aplikovat na po£ty hrá£· N = 6, 10, 14, 18, 22, 26, 30.
Jak vidíme, po£ty hrá£· N ≡ 0, 2 (mod 6) jsou stejné jako u konstrukce I a je
tedy otázkou, která konstrukce pro nás bude výhodn¥j²í. U konstrukce II se nám
v²ak nepovedlo najít orientaci hran tak, abychom zajistili nejmen²í moºný po£et
2n−2 brejk· a tedy vytvo°it harmonický rozpis turnaje. M·ºeme v²ak zajistit alespo¬
rovnom¥rné rozd¥lení hrá£· na pozicích vlevo a vpravo b¥hem turnaje (V¥ta 4.3.5).
Máme-li tedy pro po£ty hrá£· N ≡ 0, 2 (mod 6) na výb¥r z konstrukcí I a II, lep²í
rozpis ve smyslu harmonického losování nám zaru£uje konstrukce I. Pro hodnoty
N ≡ 4 (mod 6) ∧ N ≡ 2 (mod 4) musíme vyuºít konstrukci II.
3. Pro n sudá, tedy po£ty hrá£· N = 8, 12, 16, 20, 24, 28, lze vyuºít konstrukci III. Tato
konstrukce je ze v²ech nejsloºit¥j²í, vyºaduje i konstrukci dvou navzájem ortogonál-
ních £tverc·, která není jednotná pro v²echna n. Z tohoto d·vodu se nám u této
konstrukce nepoda°ilo najít jednotný zp·sob, jak vhodn¥ provést orientaci hran tak,
abychom dosáhli co moºná nejmen²ího po£tu brejk·, nebo pravidelného rozd¥lení
zápas· vlevo a vpravo mezi hrá£e. Po£ty hrá£· N ≡ 0, 2 (mod 6) jsou v²ak také
zahrnuty pod konstrukcí I a pouze pro hodnoty N ≡ 4 (mod 6) ∧ N ≡ 0 (mod 4)
nemáme jinou moºnost, neº vyuºít konstrukci III.
Záv¥rem m·ºeme °íct, ºe harmonické £i ryze harmonické losování lze vytvo°it pro po£ty
hrá£· N ≡ 0, 2 (mod 3) spl¬ující poºadavky konstrukce I, která je zárove¬ nejjednodu²²í.
Pro po£ty hrá£· N ≡ 4 (mod 6) ∧ N ≡ 2 (mod 4) vyuºijeme konstrukci II, která nám
dává losování, jenº spl¬uje kompaktnost a pravidelné st°ídání hrá£· na st°elnicích se stej-
ným po£tem zápas· vlevo a vpravo pro kaºdého hrá£e. Pro zbylé po£ty hrá£·, tj. N ≡ 4
(mod 6) ∧ N ≡ 0 (mod 4) vyuºijeme konstrukci III, která rovn¥º zaru£uje kompaktnost
a pravidelné st°ídání hrá£· na st°elnicích, ale je t°eba zkonstruovat také dva ortogonální
latinské £tverce °ádu 2n.
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5.2 Diskuze sloºitosti úlohy
K nalezení rozpisu vyuºíváme v práci pom¥rn¥ sloºité konstrukce kombinatoric-
kých design·. Otázkou je, jestli by nebylo vhodn¥j²í vyuºití výpo£etní techniky k vy-
generování tabulky odpovídající poºadavk·m harmonického losování. Pokusíme se tedy
prozkoumat sloºitost algoritmu sestavení tabulky BTD(n) hrubou silou - bez vyuºití kom-
binatorických konstrukcí. Abychom mohli porovnávat efektivitu jednotlivých algoritm·,
vyuºijeme pojem asymptotické sloºitosti.
Asymptotická sloºitost ur£uje náro£nost algoritmu tak, ºe zji²´uje, jakým zp·sobem se
m¥ní chování algoritmu v závislosti na zm¥n¥ velikosti vstupních dat. Tato sloºitost se
zna£í pomocí tzv. Omikron notace (velké O notace).
Nyní se zam¥°íme na ur£ení sloºitosti algoritmu, který by generoval tabulky o rozm¥rech
n × 2n − 1 a kontroloval, zda spl¬ují vlastnosti BTD(n). Chceme-li ur£it po£et moºností,
jak vygenerovat takovou tabulku °ádu n× 2n− 1, ze které by bylo moºno vybrat BTD(n),
vezmeme v úvahu sloupcovou podmínku. Pro sudý po£et hrá£· 2n bude tabulka sloºena
z 2n−1 sloupc·, p°i£emº v rámci kaºdého sloupce lze ur£it po£et moºností, jak zde umístit
symboly (hrá£e). Tento po£et moºností je dán permutací 2n symbol·, P = (2n)!. Uvede-
nému vztahu pak odpovídá superexponenciální sloºitost:
(2n)! ≈ O(2(2n)).
Tato sloºitost nám °íká, ºe pro vstupní parametr n provede algoritmus 2(2
n) operací, coº
v na²em p°ípad¥ odpovídá po£tu moºností vygenerování jednoho sloupce tabulky. Pro celou
tabulku bude po£et moºností umíst¥ní symbol· (hrá£·) P = ((2n)!)2n−1.
Vezmeme-li si konkrétní p°íklad rozpisu turnaje, nap°. pro malý po£et hrá£· 2n = 8,
£emuº odpovídá BTD(4), pak je pro kaºdý sloupec P = (2n)! = 8! = 40320 moºností
pro umíst¥ní symbol·. To odpovídá sloºitosti O(2(2
n)) = O(65536), tedy pro n = 4 bude
pot°eba provést 65536 operací. Celá tabulka je sloºena ze sedmi sloupc·, proto výsledný
po£et moºností umíst¥ní symbol· je P = ((8)!)7 = 1, 73 · 1032 a odpovídající sloºitost
je °ádov¥ O(65536)7 = 5, 19 · 1033 operací. P°edpokládáme-li, ºe jedna operace trvá 1 ns,
algoritmu by trvalo prov¥°ení takových tabulek asi 1, 64 · 1017 let.
Protoºe sloºitost je superexponenciální, bude pro v¥t²í hodnoty n £as b¥hu algoritmu r·st
tak, ºe se v reálném £ase nebude moºné do£kat jeho výstupu. Je tedy pot°eba najít jiný
systematický postup, zaloºený na teoretickém rozboru, který by umoºnil sestrojit losování.
Abychom vid¥li, jak rychle nar·stá po£et pot°ebných operací pro n¥které dal²í hodnoty
hrá£· 2n, uvádíme zde následující tabulku, viz tabulka 19.
2n 8 16 24 32 40
O(2(2
n))(2n−1) 5, 19 · 1033 (1, 16 · 1077)15 (1, 04 · 101233)23 (2 · 1019728)31 (21048576)39
Tabulka 19: Po£et operací
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6 P°íklady rozpis·
P°íklad kompaktního losování pro 24 hrá£· dle konstrukce I
P°íklad rozpisu turnaje pro po£et hrá£· 2n = 24 s vyuºitím BTD(n) pro n=12 dle kon-
strukce I, zde uvádíme proto, abychom ukázali rozd¥lení kol na podkola. Pro tento po£et





= n · (2n − 1) = 12 · 23 = 276, po£et kol je
m = 2n− 1 = 23 a po£et zápas· jednoho kola k = n = 12. Jelikoº je po£et zápas· jednoho
kola d¥litelný beze zbytku po£tem stanovi²´ s = 3, 4, kolo turnaje tak m·ºeme rozd¥lit
bu¤ na 3 nebo na 4 podkola.
Nejd°íve sestrojíme tabulku A o velikosti 12× 23, kde je i tý sloupec tabulky dán vzorcem
(1) ze strany 17
Fi = F0 + i = [{∞, i} ∪ {k + i,−k + i} : k = 1, ..., 11]T ,
pro i = 0, 1, ..., 22. ádky jsou ozna£eny pomocí rozdíl· mezi prvky odpovídajících dvojic,
modulo 23. Tabulka A je z d·vodu nedostatku místa zobrazena transponovaná a vidíme ji
v tabulce 20.
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∞ ±2 ±4 ±6 ±8 ±10 ±11 ±9 ±7 ±5 ±3 ±1
∞ 0 1 22 2 21 3 20 4 19 5 18 6 17 7 16 8 15 9 14 10 13 11 12
∞ 1 2 0 3 22 4 21 5 20 6 19 7 18 8 17 9 16 10 15 11 14 12 13
∞ 2 3 1 4 0 5 22 6 21 7 20 8 19 9 18 10 17 11 16 12 15 13 14
∞ 3 4 2 5 1 6 0 7 22 8 21 9 20 10 19 11 18 12 17 13 16 14 15
∞ 4 5 3 6 2 7 1 8 0 9 22 10 21 11 20 12 19 13 18 14 17 15 16
∞ 5 6 4 7 3 8 2 9 1 10 0 11 22 12 21 13 20 14 19 15 18 16 17
∞ 6 7 5 8 4 9 3 10 2 11 1 12 0 13 22 14 21 15 20 16 19 17 18
∞ 7 8 6 9 5 10 4 11 3 12 2 13 1 14 0 15 22 16 21 17 20 18 19
∞ 8 9 7 10 6 11 5 12 4 13 3 14 2 15 1 16 0 17 22 18 21 19 20
∞ 9 10 8 11 7 12 6 13 5 14 4 15 3 16 2 17 1 18 0 19 22 20 21
∞ 10 11 9 12 8 13 7 14 6 15 5 16 4 17 3 18 2 19 1 20 0 21 22
∞ 11 12 10 13 9 14 8 15 7 16 6 17 5 18 4 19 3 20 2 21 1 22 0
∞ 12 13 11 14 10 15 9 16 8 17 7 18 6 19 5 20 4 21 3 22 2 0 1
∞ 13 14 12 15 11 16 10 17 9 18 8 19 7 20 6 21 5 22 4 0 3 1 2
∞ 14 15 13 16 12 17 11 18 10 19 9 20 8 21 7 22 6 0 5 1 4 2 3
∞ 15 16 14 17 13 18 12 19 11 20 10 21 9 22 8 0 7 1 6 2 5 3 4
∞ 16 17 15 18 14 19 13 20 12 21 11 22 10 0 9 1 8 2 7 3 6 4 5
∞ 17 18 16 19 15 20 14 21 13 22 12 0 11 1 10 2 9 3 8 4 7 5 6
∞ 18 19 17 20 16 21 15 22 14 0 13 1 12 2 11 3 10 4 9 5 8 6 7
∞ 19 20 18 21 17 22 16 0 15 1 14 2 13 3 12 4 11 5 10 6 9 7 8
∞ 20 21 19 22 18 0 17 1 16 2 15 3 14 4 13 5 12 6 11 7 10 8 9
∞ 21 22 20 0 19 1 18 2 17 3 16 4 15 5 14 6 13 7 12 8 11 9 10
∞ 22 0 21 1 20 2 19 3 18 4 17 5 16 6 15 7 14 8 13 9 12 10 11
Tabulka 20: Tabulka A pro 24 hrá£·
Nyní provedeme orientaci hran v °ádcích s ozna£ením±4,±8,±11,±7 a±3, p°euspo°ádání
°ádk· tabulky i prohození odpovídajících dvojic, £ímº získáme BTD(12), viz tabulka 21.
Dvojice, které byly prohozeny jsou vyzna£eny tu£n¥.
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∞ ±2 ±6 ±10 ±9 ±5 ±1 ±3 ±7 ±11 ±8 ±4
1 22 ∞ 0 3 20 5 18 7 16 9 14 11 12 13 10 15 8 17 6 19 4 21 2
4 21 2 0 1 ∞ 6 19 8 17 10 15 12 13 14 11 16 9 18 7 20 5 22 3
7 20 3 1 5 22 ∞ 2 9 18 11 16 13 14 15 12 17 10 19 8 21 6 0 4
10 19 4 2 6 0 8 21 3 ∞ 12 17 14 15 16 13 18 11 20 9 22 7 1 5
13 18 5 3 7 1 9 22 11 20 ∞ 4 15 16 17 14 19 12 21 10 0 8 2 6
16 17 6 4 8 2 10 0 12 21 14 19 5 ∞ 18 15 20 13 22 11 1 9 3 7
19 16 7 5 9 3 11 1 13 22 15 20 17 18 ∞ 6 21 14 0 12 2 10 4 8
22 15 8 6 10 4 12 2 14 0 16 21 18 19 20 17 7 ∞ 1 13 5 9 3 11
2 14 9 7 11 5 13 3 15 1 17 22 19 20 21 18 0 16 ∞ 8 4 12 6 10
5 13 10 8 12 6 14 4 16 2 18 0 20 21 22 19 1 17 3 15 9 ∞ 7 11
8 12 11 9 13 7 15 5 17 3 19 1 21 22 0 20 2 18 4 16 6 14 ∞ 10
11 ∞ 12 10 14 8 16 6 18 4 20 2 22 0 1 21 3 19 5 17 7 15 9 13
14 10 13 11 15 9 17 7 19 5 21 3 0 1 2 22 4 20 6 18 8 16 ∞ 12
9 17 14 12 16 10 18 8 20 6 22 4 1 2 3 0 5 21 7 19 13 ∞ 11 15
8 20 15 13 17 11 19 9 21 7 0 5 2 3 4 1 6 22 ∞ 14 10 18 12 16
7 0 16 14 18 12 20 10 22 8 1 6 3 4 5 2 15 ∞ 9 21 11 19 13 17
6 3 17 15 19 13 21 11 0 9 2 7 4 5 ∞ 16 8 1 10 22 12 20 14 18
5 6 18 16 20 14 22 12 1 10 3 8 17 ∞ 7 4 9 2 11 0 13 21 15 19
4 9 19 17 21 15 0 13 2 11 ∞ 18 6 7 8 5 10 3 12 1 14 22 16 20
3 12 20 18 22 16 1 14 19 ∞ 5 10 7 8 9 6 11 4 13 2 15 0 17 21
2 15 21 19 0 17 ∞ 20 4 13 6 11 8 9 10 7 12 5 14 3 16 1 18 22
1 18 22 20 21 ∞ 3 16 5 14 7 12 9 10 11 8 13 6 15 4 17 2 19 0
0 21 ∞ 22 2 19 4 17 6 15 8 13 10 11 12 9 14 7 16 5 18 3 20 1
Tabulka 21: BTD(12) s ohledem na st°ídání hrá£· vlevo a vpravo
Jak jiº bylo °e£eno, pro 24 hrá£· lze zvolit po£et stanovi²´ s = 3 nebo s = 4.
Nejprve si zvolíme s = 3, tj. n ≡ 0 (mod 3). Ze vztahu pro po£et zápas· daného kola
n = p · s si vyjád°íme po£et podkol p, na která kolo rozd¥líme. Vyjád°ením p z uvedeného




= 4. Zápasy kola rozd¥líme
do £ty° po sob¥ jdoucích trojic, první trojici pak necháme v prvním podkole, druhou trojici
umístíme do druhého podkola atd. Rozmíst¥ní zápas· na 3 stanovi²t¥ je uvedeno v tabulce
22. Ve sloupcích jsou stanovi²t¥, v °ádcích pak jednotlivá podkola.
Nejdel²í pauza je pro tento rozpis 2 · n
s
−2 = 2 · 12
3
−2 = 6 podkol, tedy pauzy jsou v rozmezí
(0− 6) podkol.
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1.stanovi²t¥ 2.stanovi²t¥ 3.stanovi²t¥ 1.stanovi²t¥ 2.stanovi²t¥ 3.stanovi²t¥
1 1 22 ∞ 0 3 20 13 14 10 13 11 15 9
5 18 7 16 9 14 17 7 19 5 21 3
11 12 13 10 15 8 0 1 2 22 4 20
17 6 19 4 21 2 6 18 8 16 ∞ 12
2 4 21 2 0 1 ∞ 14 9 17 14 12 16 10
6 19 8 17 10 15 18 8 20 6 22 4
12 13 14 11 16 9 1 2 3 0 5 21
18 7 20 5 22 3 7 19 13 ∞ 11 15
3 7 20 3 1 5 22 15 8 20 15 13 17 11
∞ 2 9 18 11 16 19 9 21 7 0 5
13 14 15 12 17 10 2 3 4 1 6 22
19 8 21 6 0 4 ∞ 14 10 18 12 16
4 10 19 4 2 6 0 16 7 0 16 14 18 12
8 21 3 ∞ 12 17 20 10 22 8 1 6
14 15 16 13 18 11 3 4 5 2 15 ∞
20 9 22 7 1 5 9 21 11 19 13 17
5 13 18 5 3 7 1 17 6 3 17 15 19 13
9 22 11 20 ∞ 4 21 11 0 9 2 7
15 16 17 14 19 12 4 5 ∞ 16 8 1
21 10 0 8 2 6 10 22 12 20 14 18
6 16 17 6 4 8 2 18 5 6 18 16 20 14
10 0 12 21 14 19 22 12 1 10 3 8
5 ∞ 18 15 20 13 17 ∞ 7 4 9 2
22 11 1 9 3 7 11 0 13 21 15 19
7 19 16 7 5 9 3 19 4 9 19 17 21 15
11 1 13 22 15 20 0 13 2 11 ∞ 18
17 18 ∞ 6 21 14 6 7 8 5 10 3
0 12 2 10 4 8 12 1 14 22 16 20
8 22 15 8 6 10 4 20 3 12 20 18 22 16
12 2 14 0 16 21 1 14 19 ∞ 5 10
18 19 20 17 7 ∞ 7 8 9 6 11 4
1 13 5 9 3 11 13 2 15 0 17 21
9 2 14 9 7 11 5 21 2 15 21 19 0 17
13 3 15 1 17 22 ∞ 20 4 13 6 11
19 20 21 18 0 16 8 9 10 7 12 5
∞ 8 4 12 6 10 14 3 16 1 18 22
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10 5 13 10 8 12 6 22 1 18 22 20 21 ∞
14 4 16 2 18 0 3 16 5 14 7 12
20 21 22 19 1 17 9 10 11 8 13 6
3 15 9 ∞ 7 11 15 4 17 2 19 0
11 8 12 11 9 13 7 23 0 21 ∞ 22 2 19
15 5 17 3 19 1 4 17 6 15 8 13
21 22 0 20 2 18 10 11 12 9 14 7
4 16 6 14 ∞ 10 16 5 18 3 20 1
12 11 ∞ 12 10 14 8
16 6 18 4 20 2
22 0 1 21 3 19
5 17 7 15 9 13
Tabulka 22: Rozpis pro 24 hrá£· na 3 stanovi²tích
Nyní si zvolíme s = 4, tj. n ≡ 0 (mod 4). Vyjád°ením p ze vztahu n = p · s dostáváme,




= 3. Zápasy kola rozd¥líme do t°í po sob¥ jdoucích £tve°ic
a provedeme rozd¥lení na podkola. Rozpis pro 24 hrá£· na 4 stanovi²tích je v tabulce 23.
Nejdel²í pauza je 2 · n
s
− 2 = 2 · 12
4
− 2 = 4 podkola, tedy pauzy jsou v rozmezí (0 − 4)
podkola.
Pro 24 hrá£· se nám poda°ilo vytvo°it harmonický rozpis turnaje na 3 i 4 stanovi²tích.
Vhodn¥j²í v²ak bude vyuºít 4 stanovi²t¥, pokud to parametry st°elnice umoºní, jelikoº kola
se rozd¥lí pouze do 3 podkol a turnaj tak bude odehrán v krat²ím £ase.
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1.st. 2.st. 3.st. 4.st. 1.st. 2.st. 3.st. 4.st.
1 1 22 ∞ 0 3 20 5 18 13 14 10 13 11 15 9 17 7
7 16 9 14 11 12 13 10 19 5 21 3 0 1 2 22
15 8 17 6 19 4 21 2 4 20 6 18 8 16 ∞ 12
2 4 21 2 0 1 ∞ 6 19 14 9 17 14 12 16 10 18 8
8 17 10 15 12 13 14 11 20 6 22 4 1 2 3 0
16 9 18 7 20 5 22 3 5 21 7 19 13 ∞ 11 15
3 7 20 3 1 5 22 ∞ 2 15 8 20 15 13 17 11 19 9
9 18 11 16 13 14 15 12 21 7 0 5 2 3 4 1
17 10 19 8 21 6 0 4 6 22 ∞ 14 10 18 12 16
4 10 19 4 2 6 0 8 21 16 7 0 16 14 18 12 20 10
3 ∞ 12 17 14 15 16 13 22 8 1 6 3 4 5 2
18 11 20 9 22 7 1 5 15 ∞ 9 21 11 19 13 17
5 13 18 5 3 7 1 9 22 17 6 3 17 15 19 13 21 11
11 20 ∞ 4 15 16 17 14 0 9 2 7 4 5 ∞ 16
19 12 21 10 0 8 2 6 8 1 10 22 12 20 14 18
6 16 17 6 4 8 2 10 0 18 5 6 18 16 20 14 22 12
12 21 14 19 5 ∞ 18 15 1 10 3 8 17 ∞ 7 4
20 13 22 11 1 9 3 7 9 2 11 0 13 21 15 19
7 19 16 7 5 9 3 11 1 19 4 9 19 17 21 15 0 13
13 22 15 20 17 18 ∞ 6 2 11 ∞ 18 6 7 8 5
21 14 0 12 2 10 4 8 10 3 12 1 14 22 16 20
8 22 15 8 6 10 4 12 2 20 3 12 20 18 22 16 1 14
14 0 16 21 18 19 20 17 19 ∞ 5 10 7 8 9 6
7 ∞ 1 13 5 9 3 11 11 4 13 2 15 0 17 21
9 2 14 9 7 11 5 13 3 21 2 15 21 19 0 17 ∞ 20
15 1 17 22 19 20 21 18 4 13 6 11 8 9 10 7
0 16 ∞ 8 4 12 6 10 12 5 14 3 16 1 18 22
10 5 13 10 8 12 6 14 4 22 1 18 22 20 21 ∞ 3 16
16 2 18 0 20 21 22 19 5 14 7 12 9 10 11 8
1 17 3 15 9 ∞ 7 11 13 6 15 4 17 2 19 0
11 8 12 11 9 13 7 15 5 23 0 21 ∞ 22 2 19 4 17
17 3 19 1 21 22 0 20 6 15 8 13 10 11 12 9
2 18 4 16 6 14 ∞ 10 14 7 16 5 18 3 20 1
12 11 ∞ 12 10 14 8 16 6
18 4 20 2 22 0 1 21
3 19 5 17 7 15 9 13
Tabulka 23: Rozpis pro 24 hrá£· na 4 stanovi²tích
Konstrukci I nelze vyuºít pro po£ty hrá£· 2n, kde n ≡ 1 (mod 3), tzn. 10, 16, 22 atd.
Abychom mohli zkonstruovat rozpis turnaje i pro tyto po£ty hrá£·, lze vyuºít konstrukce
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II a III. Ty jsou sice obecn¥j²í, ale komplikovan¥j²í a nepoda°ilo se nám nalézt související
HAP s minimálním po£tem brejk·.
Návrh nekompaktního losování pro 14 hrá£· dle konstrukce I
P°ípad, kdy po£et zápas· kola není d¥litelný po£tem stanovi²´ (st°elnic), ukáºeme na p°í-
kladu pro 14 hrá£· s vyuºitím BTD(n) pro n = 7 dle konstrukce I.
Pro po£et hrá£· 14 sestrojíme tabulku A o velikosti 7×13, kde i tý sloupec tabulky je dán
vzorcem (1) ze strany 17
Fi = F0 + i = [{∞, i} ∪ {k + i,−k + i} : k = 1, ..., 6]T ,
pro i = 0, 1, ..., 12. Z d·vodu nedostatku místa je tabulka A zobrazena transponovaná
a m·ºeme ji vid¥t v tabulce 24.





= n · (2n− 1) = 7 · 13 = 91, po£et
kol je m = 2n − 1 = 13 a po£et zápas· jednoho kola k = n = 7. Jelikoº je po£et zápas·
jednoho kola prvo£íslo, nelze kolo turnaje rozd¥lit na podkola se stejným po£tem zápas·.
Zvolíme-li po£et stanovi²´ 4, rozd¥líme tak kaºdé kolo na dv¥ podkola, p°i£emº ve druhém
podkole nebude obsazeno práv¥ jedno stanovi²t¥.
∞ ±2 ±4 ±6 ±5 ±3 ±1
∞ 0 1 12 2 11 3 10 4 9 5 8 6 7
∞ 1 2 0 3 12 4 11 5 10 6 9 7 8
∞ 2 3 1 4 0 5 12 6 11 7 10 8 9
∞ 3 4 2 5 1 6 0 7 12 8 11 9 10
∞ 4 5 3 6 2 7 1 8 0 9 12 10 11
∞ 5 6 4 7 3 8 2 9 1 10 0 11 12
∞ 6 7 5 8 4 9 3 10 2 11 1 12 0
∞ 7 8 6 9 5 10 4 11 3 12 2 0 1
∞ 8 9 7 10 6 11 5 12 4 0 3 1 2
∞ 9 10 8 11 7 12 6 0 5 1 4 2 3
∞ 10 11 9 12 8 0 7 1 6 2 5 3 4
∞ 11 12 10 0 9 1 8 2 7 3 6 4 5
∞ 12 0 11 1 10 2 9 3 8 4 7 5 6
Tabulka 24: Tabulka A pro 14 hrá£·
Dále následuje orientace hran, prohození odpovídajících dvojic a p°euspo°ádání °ádk· ta-
bulky. Výsledný BTD(7) s ohledem na st°ídání hrá£· na pozicích vlevo a vpravo je zobrazen
v tabulce 25 a jsou op¥t vyzna£eny dvojice, které byly prohozeny. Také se nám poda°ilo
docílit nejmen²ího moºného po£tu 2n− 2 = 12 brejk·, viz tabulka HAP (tabulka 26).
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∞ ±2 ±6 ±3 ±1 ±5 ±4
1 12 ∞ 0 3 10 5 8 7 6 9 4 11 2
4 11 2 0 1 ∞ 6 9 8 7 10 5 12 3
7 10 3 1 5 12 ∞ 2 9 8 11 6 0 4
10 9 4 2 6 0 8 11 3 ∞ 12 7 1 5
0 8 5 3 7 1 9 12 11 10 ∞ 4 2 6
3 7 6 4 8 2 10 0 12 11 1 9 5 ∞
∞ 6 7 5 9 3 11 1 0 12 2 10 4 8
5 9 8 6 10 4 12 2 1 0 3 11 7 ∞
4 12 9 7 11 5 0 3 2 1 ∞ 8 6 10
3 2 10 8 12 6 1 4 9 ∞ 5 0 7 11
2 5 11 9 0 7 ∞ 10 4 3 6 1 8 12
1 8 12 10 11 ∞ 3 6 5 4 7 2 9 0
0 11 ∞ 12 2 9 4 7 6 5 8 3 10 1
Tabulka 25: BTD(7) s ohledem na st°ídání vpravo a vlevo
tým, kolo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
0 P P L P L P L P L P L P L
1 L P P L P L P L P L P L P
2 P L P P L P L P L P L P L
3 L P L P P L P L P L P L P
4 P L P L P P L P L P L P L
5 L P L P L P P L P L P L P
6 P L P L P L P P L P L P L
7 L P L P L P L P P L P L P
8 P L P L P L P L P P L P L
9 L P L P L P L P L P P L P
10 P L P L P L P L P L P P L
11 L P L P L P L P L P L P P
12 P L P L P L P L P L P L P
∞ L P L P L P L P L P L P L
Tabulka 26: HAP pro 14 hrá£· dle konstrukce I
Nakonec je pot°eba rozd¥lit zápasy turnaje na jednotlivá stanovi²t¥. Na prvních t°ech
st°elnicích je po£et podkol jednoho kola p = 2 a kaºdý hrá£ zde bude hrát práv¥ (2p)×,
tj. 4× a na jedné z nich (2p − 1)×, tj. 3×. Na poslední st°elnici pak n¥kte°í hrá£i hrají
(2p)×, tj. 2× a n¥kte°í (2p − 1)×, tj. 1×, p°i£emº p = 1, jelikoº poslední st°elnice je
obsazena vºdy jen v jednom podkole. Výsledný rozpis turnaje pro 14 hrá£· je v tabulce
27.
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1. stanovi²t¥ 2. stanovi²t¥ 3. stanovi²t¥ 4. stanovi²t¥
1 1 12 ∞ 0 3 10 5 8
7 6 9 4 11 2
2 4 11 2 0 1 ∞ 6 9
8 7 10 5 12 3
3 7 10 3 1 5 12 ∞ 2
9 8 11 6 0 4
4 10 9 4 2 6 0 8 11
3 ∞ 12 7 1 5
5 0 8 5 3 7 1 9 12
11 10 ∞ 4 2 6
6 3 7 6 4 8 2 10 0
12 11 1 9 5 ∞
7 ∞ 6 7 5 9 3 11 1
0 12 2 10 4 8
8 5 9 8 6 10 4 12 2
1 0 3 11 7 ∞
9 4 12 9 7 11 5 0 3
2 1 ∞ 8 6 10
10 3 2 10 8 12 6 1 4
9 ∞ 5 0 7 11
11 2 5 11 9 0 7 ∞ 10
4 3 6 1 8 12
12 1 8 12 10 11 ∞ 3 6
5 4 7 2 9 0
13 0 11 ∞ 12 2 9 4 7
6 5 8 3 10 1
Tabulka 27: Rozpis pro 14 hrá£· na 4 stanovi²tích
P°íklad losování pro 14 hrá£· dle konstrukce II
Op¥t uvaºujeme p°ípad, kdy po£et zápas· kola není d¥litelný po£tem stanovi²´ (st°elnic)
pro 14 hrá£·, av²ak nyní s vyuºitím FBTD(n) pro n = 7 dle konstrukce II. V tomto
p°íkladu ukáºeme také orientaci hran uvedenou v konstrukci II.
Nech´ po£et hrá£· je N = 2n = 14, pak n = 2k + 1 = 7 a k = 3. Zavedeme mnoºinu
V = Z7×{1, 2} a prvky mnoºiny V zapí²eme pomocí index·, V = {01, 02, 11, 12, 21, 22, 31, 32,
41, 42}.
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Dále si vytvo°íme tabulku dle vzorce (2) pro i tý °ádek Si ze strany 22
Si = {i1, i2} ∪ {(x+ i)s, (−x+ i)t} : x = 1, 2, 3,
kde i = 0, ..., 6 a kde (s, t) postupn¥ nabývá hodnot (1, 1), (2, 2), (1, 2), (2, 1), viz tabulka 28.
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0 01,02 11,61 21,51 31,41 12,62 22,52 32,42 11,62 21,52 31,42 12,61 22,51 32,41
1 11,12 21,01 31,61 41,51 22,02 32,62 42,52 21,02 31,62 41,52 22,01 32,61 42,51
2 21,22 31,11 41,01 51,61 32,12 42,02 52,62 31,12 41,02 51,62 32,11 42,01 52,61
3 31,32 41,21 51,11 61,01 42,22 52,12 62,02 41,22 51,12 61,02 42,21 52,11 62,01
4 41,42 51,31 61,21 01,11 52,32 62,22 02,12 51,32 61,22 01,12 52,31 62,21 02,11
5 51,52 61,41 01,31 11,21 62,42 02,32 12,22 61,42 01,32 11,22 62,41 02,31 12,21
6 61,62 01,51 11,41 21,31 02,52 12,42 22,32 01,52 11,42 21,32 02,51 12,41 22,31
Tabulka 28: Tabulka neuspo°ádaných dvojic pro 14 hrá£·
Nyní provedeme orientaci hran dle jednotlivých sloupc· zp·sobem, který byl popsán v kon-
strukci II na stran¥ 27. Následuje tabulka, ve které je jiº orientace hran provedena (viz
tabulka 29).
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0 01,02 11,61 21,51 31,41 12,62 22,52 32,42 62,11 21,52 42,31 61,12 22,51 41,32
1 11,12 21,01 31,61 41,51 22,02 32,62 42,52 02,21 31,62 52,41 01,22 32,61 51,42
2 21,22 31,11 41,01 51,61 32,12 42,02 52,62 12,31 41,02 62,51 11,32 42,01 61,52
3 31,32 41,21 51,11 61,01 42,22 52,12 62,02 22,41 51,12 02,61 21,42 52,11 01,62
4 41,42 51,31 61,21 01,11 52,32 62,22 02,12 32,51 61,22 12,01 31,52 62,21 11,02
5 51,52 61,41 01,31 11,21 62,42 02,32 12,22 42,61 01,32 22,11 41,62 02,31 21,12
6 61,62 01,51 11,41 21,31 02,52 12,42 22,32 52,01 11,42 32,21 51,02 12,41 31,22
Tabulka 29: Tabulka uspo°ádaných dvojic pro 14 hrá£·
Odpovídající HAP tabulka je uvedena v tabulce 30. Celkem jsme tedy pro 14 hrá£· obdrºeli
54 brejk·, p°i£emº po£ty zápas· vlevo a vpravo jsou mezi hrá£i rozd¥leny rovnom¥rn¥.
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tým, kolo 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
01 L L L L P P P P L P L P L
11 L L L P P P L P L P L P L
21 L P L P L L P P P L L P L
31 L P P L P L P L L P L P L
41 L L P P P L L P L P L P L
51 L P P L L L P P L P L P L
61 L P L P L P L P L P L P L
02 P P P P L L L L P L P L P
12 P L P L P L P L P L P L P
22 P L P P P P L L L L P L P
32 P P L L L P P L P L P L P
42 P P L L L P L L P P P L P
52 P L L P P P L L P L P L P
62 P L P L L L P P P L P L P
Tabulka 30: HAP pro 14 hrá£· dle konstrukce II
Nakonec provedeme vým¥nu odpovídajících dvojic tak, aby se v kaºdém sloupci vyskytoval
kaºdý symbol práv¥ jednou. Tabulka tak odpovídá jak sloupcové, tak i °ádkové podmínce
BTD(7). Kaºdý °ádek této tabulky obsahuje navíc 7 bun¥k, které tvo°í faktor a tudíº
výsledná tabulka je FBTD(7) (tabulka 31). Z této tabulky je z°ejmé, ºe bude vhodné
vyuºít 7 st°elnic.
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0 01,02 11,61 21,51 31,41 62,11 21,52 42,31 12,62 22,52 32,42 61,12 22,51 41,32
1 11,12 22,02 32,62 42,52 21,01 31,61 41,51 02,21 31,62 52,41 01,22 32,61 51,42
2 21,22 12,31 42,02 51,61 32,12 41,01 52,62 31,11 41,02 62,51 11,32 42,01 61,52
3 31,32 41,21 52,12 62,02 42,22 51,11 61,01 22,41 51,12 02,61 21,42 52,11 01,62
4 41,42 52,32 61,22 01,11 51,31 62,22 02,12 32,51 61,21 12,01 31,52 62,21 11,02
5 51,52 62,42 01,31 12,22 61,41 02,32 11,21 42,61 01,32 22,11 41,62 02,31 21,12
6 61,62 01,51 11,41 32,21 02,52 12,42 22,32 52,01 11,42 21,31 51,02 12,41 31,22
Tabulka 31: FBTD(7) s ohledem na st°ídání pozic vlevo a vpravo
Provedeme-li porovnání konstrukcí I a II na p°íkladu pro 14 hrá£·, ihned vidíme, ºe vzhle-
dem ke st°ídání hrá£· na pozicích vlevo a vpravo, tedy k po£tu brejk·, je vhodn¥j²í vyuºít
konstrukci I, jelikoº pomocí konstrukce I jsme docílili nejmen²ího moºného po£tu 12 brejk·.
U konstrukce II jsme s vyuºitím zvolené orientace obdrºeli 54 brejk· a st°ídání hrá£· na po-
zicích vlevo a vpravo bylo rozvrºeno rovnom¥rn¥. Dal²í poºadavky harmonického losování
jako je kompaktnost turnaje, pravidelné st°ídání na st°elnicích a srovnatelné pauzy mezi
zápasy jsou spln¥ny u obou konstrukcí.
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7 Záv¥r
V práci jsme vycházeli z reálného problému tvorby rozpisu sportovní st°elecké sou-
t¥ºe po°ádané formou turnaje. To znamená, ºe se kaºdý hrá£ b¥hem sout¥ºe utká se v²emi
ostatními hrá£i. Cílem této práce bylo nalezení spravedlivého losování turnaje. Na turnaj
je tedy kladeno n¥kolik poºadavk·, které vedou k zaji²t¥ní spravedlivých podmínek pro
v²echny hrá£e. Jedno omezení pro férovost turnaje vycházelo z po£tu st°elnic, na kterých
se turnaj odehrával. Dále bylo ºádoucí zajistit pravidelné st°ídání hrá£· na jednotlivých
st°elnicích, p°i£emº obvykle v reálné sout¥ºi jsou k dispozici 2, 3 a 4 st°elnice. K dal²ím
poºadavk·m turnaje pat°ilo to, aby v²ichni hrá£i co nejvíce st°ídali pozice vlevo a vpravo
na st°eleckých dráhách jedné st°elnice a také to, aby m¥li v²ichni hrá£i pokud moºno srov-
natelné pauzy mezi zápasy. Pro liché po£ty hrá£· byl tento problém vy°e²en v bakalá°ské
práci [12]. V této práci jsme se zam¥°ili p°edev²ím na sudé po£ty hrá£· N , pro n¥º je
vytvo°ení rozpisu turnaje komplikovan¥j²í. K tvorb¥ rozpisu jsme vyuºívali nejen metody
teorie graf·, ale také kombinatorické designy. Na základ¥ existence speciálního typu kombi-
natorických design· jsme schopni vytvá°et rozpisy pro libovolné hodnoty N , aº na N = 4,
kdy po£et hrá£· je p°íli² malý. Konstrukce design· jsme navíc pro v¥t²í £ást hodnot para-
metru N doplnili o zp·sob, jak zajistit st°ídání hrá£· na pozicích vlevo a vpravo. Jelikoº
vycházíme ze skute£né sout¥ºe, soust°edili jsme se na hodnoty do 30 hrá£·.
V kapitole 2 jsme uvedli základní pojmy a deﬁnice z oblasti teorie graf· a také
jsme nadeﬁnovali n¥které dal²í pojmy související s turnajem, jimiº jsou nap°. home-away
tabulka a harmonické £i ryze harmonické losování. Krátké shrnutí konstrukce rozpisu tur-
naje dle latinských £tverc·, kterou jsme se zabývali v bakalá°ské práci [12], je uvedeno
v kapitole 3. Znovu jsme zde stru£n¥ zmínili tvorbu rozpisu pro liché po£ty hrá£· a také
jsme uvedli d·vody, pro£ nelze stejné postupy aplikovat i na sudé po£ty hrá£·. Nejobtíº-
n¥j²í bylo rozloºení zápas· na st°elnice, k £emuº nám pro sudé po£ty hrá£· neposta£ovaly
nástroje teorie graf·, ani latinské £tverce, a proto jsme se rozhodli vyuºít kombinatorické
designy, které jsou obsahem 4. kapitoly. Po nahlédnutí do historie teorie design· jsme se
v této kapitole podrobn¥ zabývali jednotlivými typy konstrukcí rozpis·, v závislosti na po-
£tu p°ihlá²ených hrá£· N = 2n, které vycházejí ze speciálního typu kombinatorického
designu zvaného balanced tournament design s parametrem n - BTD(n). Celkem jsme zde
uvedli t°i typy konstrukcí a ke kaºdé z nich jsme uvedli p°íklad pro malý po£et hrá£·,
ze kterého je lépe vid¥t, jak rozpis vytvo°ený dle kaºdé z konstrukcí vypadá. První kon-
strukce vyuºívá BTD(n), dal²í dv¥ konstrukce pak FBTD(n). Nejobtíºn¥j²í byla konstrukce
III, která navíc vyuºívá i ortogonální latinské £tverce. P°ehledné shrnutí jednotlivých typ·
konstrukcí a jejich vzájemné porovnání jsme uvedli v kapitole 5. V záv¥ru této kapitoly
jsme zmínili, pro které po£ty hrá£· lze vyuºít konstrukci I, která je nejjednodu²²í a dává
nejlep²í výsledky vzhledem ke spravedlnosti turnaje, a pro které po£ty hrá£· musíme vyu-
ºít zbývající konstrukce. V kapitole 6 jsme uvedli n¥kolik p°íklad· tvorby rozpis· pro v¥t²í
po£ty hrá£·, na kterých jsme mimo jiné ukázali d¥lení kol na podkola.
Ryze harmonické losování jsme obdrºeli pro po£ty hrá£· N = 6, 8 s vyuºitím
konstrukce I, jelikoº po£et zápas· jednoho kola zde p°esn¥ odpovídá po£tu st°eleckých drah,
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které máme k dispozici. Poda°ilo se nám tak zcela zajistit v²echny poºadavky, které jsou
na turnaj kladeny. Pro dal²í po£ty hrá£· vyhovující konstrukci I se nám poda°ilo vytvo°it
harmonické losování. Po£et zápas· jednoho kola jiº p°esn¥ neodpovídá po£tu st°elnic a je
t°eba rozd¥lit kaºdé kolo na podkola. S vyuºitím konstrukce II jsme vytvo°ili losování, které
spl¬uje kompaktnost, pravidelné st°ídání hrá£· na st°elnicích a srovnatelné pauzy mezi
zápasy. U tohoto typu konstrukce jsme navrhli orientaci hran, která nám sice nezajistila
teoreticky nejmen²í moºný po£et 2n − 2 brejk·, av²ak v uvedených p°íkladech se nám
poda°ilo docílit co nejspravedliv¥j²ího st°ídání hrá£· na pozicích vlevo a vpravo a tedy
výsledný rozpis se velmi blíºí harmonickému losování. Pomocí konstrukce III jsme vytvo°ili
FBTD(n), pro n sudá. Jak jiº bylo °e£eno, tato konstrukce vyuºívá navíc ortogonální
latinské £tverce. Konstrukce dvou vzájemn¥ ortogonálních latinských £tverc· v²ak není
jednotná pro v²echna n, a proto jsme nebyli schopni vytvo°it obecný p°edpis pro orientaci
hran, která by zajistila st°ídání hrá£· na pozicích vlevo a vpravo.
P·vodním zám¥rem práce bylo vytvo°ení rozpis· reálné sportovní st°elecké sou-
t¥ºe a jejich poskytnutí organizátor·m sout¥ºe pro pouºití v praxi. Po získání prvního
£áste£n¥ optimalizovaného výsledku uº v dob¥ °e²ení bakalá°ské práce v²ak zadavatel p°e-
stal komunikovat a komunikaci se nepoda°ilo obnovit. V práci jsme p°i vytvá°ení rozpis·
sportovní st°elecké sout¥ºe kombinovali postupy teorie design· spolu s teorií graf·, coº
povaºuji za nejv¥t²í p°ínos této práce. S vyuºitím nástroj· t¥chto disciplín se nám zejména
pro po£ty hrá£· vyhovující konstrukci I, tj. N ≡ 0, 2 (mod 3) poda°ilo vytvo°it harmonické
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